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Introdugdo Prim Kruskal Conside

Motivacao

Suponha que tenhamos uma infraestrutura de rede montada.

Varias maquinas estdo conectadas a outras através de diversos
roteadores.

@ Ao mesmo tempo, a economia de energia se tornou uma situacdo
critica nos dias de hoje.

@ Como vocé faria para continuar permitindo a comunicacio de
quaisquer computadores com menor custo possivel?

Quais roteadores vocé desativaria?

Qual a estrutura obtida?
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Introdugdo Kruskal Conside

Motivacao

@ O problema da 4drvore espalhada minima visa resolver este tipo de
problemas.

@ Queremos um subgrafo aciclico e conexo de menor custo (drvore
de menor custo).

@ Existem algoritmos bem conhecidos para resolucdo deste problema,
tais como:

> Algoritmo de Prim.
> Algoritmo de Kruskal.

@ No entanto, vamos examinar algumas definicdes antes de atacar o
problema.
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Introdugdo

Arvore Espalhada Minima

Custo de uma Arvore

@ O custo de uma 4rvore é dado pelo somatdrio do custo de suas
arestas:
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Arvore Espalhada Minima

e Entrada: um grafo G = (V, E).

@ Saida: uma arvore de G com custo minimo.
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Menor custo

@ Qual a estratégia para chegar no menor custo possivel?
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Introdugdo Prim Kruskal

Arvore Espalhada Minima

Menor custo

@ Qual a estratégia para chegar no menor custo possivel?

@ Inicialmente, todo vértice é uma componente conexa.
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Menor custo

@ Qual a estratégia para chegar no menor custo possivel?
@ Inicialmente, todo vértice é uma componente conexa.

@ Adicione arestas de menor custo possivel de modo que conecte
componentes conexas.
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Arvore Espalhada Minima

Menor custo

@ Qual a estratégia para chegar no menor custo possivel?
@ Inicialmente, todo vértice é uma componente conexa.

@ Adicione arestas de menor custo possivel de modo que conecte
componentes conexas.

@ Jamais adicione uma aresta de custo maior que conecte as mesmas
componentes.
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Introdugdo Kruskal Conside

Arvore Espalhada Minima

Menor custo

Qual a estratégia para chegar no menor custo possivel?

Inicialmente, todo vértice é uma componente conexa.

Adicione arestas de menor custo possivel de modo que conecte
componentes conexas.

Jamais adicione uma aresta de custo maior que conecte as mesmas
componentes.

@ Jamais forme um ciclo!
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Introdugdo Prim Kruskal

Arvore Espalhada Minima

Algorithm 1: GENERIC-MST(G)
17T+
2 while T' ndo for uma drvore do

3 Encontre uma aresta (u,v) que é segura para T
4 Adicione a aresta (u,v) a T
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Arvore Espalhada Minima

@ Como escolher uma aresta segura?

@ Veremos duas abordagens basicas.
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Introdugdo Kruskal

Algoritmo de Prim

O algoritmo de Prim de certa forma se parece muito com o
algoritmo de Dijkstra.

o Comecamos de um né arbitrdrio como o lnico né de nossa arvore.

@ Escolhemos sempre as arestas de menor custo para adicionarmos a
arvore a partir dos nés previamente inseridos na drvore.

@ Da mesma forma que no algoritmo de Dijkstra, precisamos de uma
estrutura de dados eficiente.

@ Ao contrario do algoritmo de Dijkstra, o algoritmo de Prim nao
tem problemas com arestas de custo negativo.
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Introdugao Kruskal

Algoritmo de Prim

Algorithm 2: INITIALIZE-PRIM(G, s)
Input: G, s

1 forall(veV)

2 v.d 4= 00

3 v.m <— NULL

4 v.color <~ white

5 s.d<+ 0

[ Espalhada Minima



Introdugao Kruskal

Conside

Algoritmo de Prim

Algorithm 3: PrRIM(G, s, w)

Input: G, s,w

Output: T, 4 arvore espalha minima de G que contém o vértice s
1 INITIALIZE-PRIM(G, s)
2 ().INSERT-UPDATE(S)

3T+ 0

4 last < s

5 while =Q.EMPTY() do
6

7

8

9

u 4= QQ.EXTRACT-MIN()
u.color < black
if( last # s ) T.APPEND((last,u))

last < u
10 for all( (u,v) € E Awv.color = white )
11 if( v.d > w(u,v) )
12 v.d + w(u,v)
13 VT U
14 ().INSERT-UPDATE(v)
15 return T’
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Kruskal

Algoritmo de Djikstra

Complexidade

Usando vetores: O(|V |2 + |E|).
Usando heap: ©(|V|log |V| + |E|log [V]).
Usando heap de fibonacci: ©(|V|log |[V| + |E|).

O que vocé vai usar em grafos densos? E em grafos esparsos?
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Introdugdo Prim Kruskal

Algoritmo de Kruskal

O algoritmo de Kruskal tem uma filosofia bem simples.

Ordena-se as arestas em ordem crescente de custo.

Para cada aresta (u,v) em ordem crescente, acrescente a aresta
(u,v) na drvore espalhada minima somente se u e v n3o estdo na
mesma componente conexa.

Isso evita a formacdo de ciclos.

Seja t5 o custo da ordenagdo, t. o custo de varrer as arestas e t,
o custo de verificar se dois vértices estdo em uma mesma
componente conexa.

@ O custo total do algoritmo é O(ts + te - tyy).
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Introdugio Prim Kruskal

Algoritmo de Kruskal

@ Assumindo que:
> O tempo de ordenagdo leve t; € O(|E|lg|E|) = O(|E|lg|V]).
o O custo total do algoritmo é O(|E|1g|V| + |E| - t,r)
o Caso uma estrutura eficiente que possibilite checar se dois vértices

estejam na mesma componente conexa seja utilizada, conseguimos
um algoritmo O(|E|1g |V]).
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Introdugio Prim Kruskal

Union-find

Estruturas de Dados Para Conjuntos Disjuntos

@ Suponha & = ({so},{s1},-..,{sn}) conjuntos singleton.

@ Deseja-se implementar duas operagdes basicas:
> UNION(A, B), une dois conjuntos A e B.
> FIND(z), diz em qual conjunto encontra-se o elemento x.

o E interessante observar que, apés um ndmero qualquer de
sucessivas aplicagdes de UNION, o que se tem s3o conjuntos
disjuntos, isto é, conjuntos cuja intersecdo é vazia.
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Introdugdo Prim Kruskal

Union-find

Estruturas de Dados Para Conjuntos Disjuntos

o Para simplificar, para cada conjunto, vamos eleger um
representante.

@ Assim, dois elementos estdo na mesma colecdo se e somente se
eles possuem o mesmo representante.

@ Inicialmente, cada singleton tem como representante ele mesmo.

@ Desta forma, a operagdo de FIND(x) pode simplesmente retornar o
representante do conjunto no qual = estd incluido.

@ Assim, dados dois elementos, = e ¥y, conseguimos saber se eles
estdo no mesmo conjunto verificando se FIND(z) = FIND(y).
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Introdugio Prim Kruskal

Union-find

Estruturas de Dados Para Conjuntos Disjuntos

@ Podemos modelar isso computacionalmente através de uma
floresta.

o Cada singleton x inicialmente faz parte de uma arvore e possui
dois valores:

> z.parent: diz quem é o pai de z (inicialmente é ele mesmo).
» z.rank diz o rank de x, que é uma cota superior da altura da arvore
com raiz em x.

@ Para achar o representante do conjunto que x esta incluso, basta
seguir os ponteiros de parent até chegar na raiz.

@ Logo, ja sabemos implementar FIND.
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Introdugio Prim Kruskal

Union-find

Estruturas de Dados Para Conjuntos Disjuntos

Algorithm 4: FIND(x)

Input: x

Output: representante do conjunto de x
1 if( z.parent # x )
2 L return FIND(x.parent)

3 return z
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Estruturas de Dados Para Conjuntos Disjuntos

olSiototols

rank =0 rank=0 rank=0 rank =0 rank=0 rank=0
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Introdugio Kruskal

Union-find

Estruturas de Dados Para Conjuntos Disjuntos

@ Para implementar a operagcdo de UNION(z,y), achamos o
representante dos conjuntos que x e y se encontram, chame-os de
' ey'. Se 2/ # 1/, significa que = e y estdo em conjuntos
diferentes. Logo sé é necessario unir as duas arvores fazendo com
que v vire filho de 2’ ou 2’ vire filho de /.

@ Qual opcao escolher?

@ Escolhemos a arvore de maior rank para abrigar a de menor rank.

[ Espalhada Minima



Introdugio Prim Kruskal

Union-find

Estruturas de Dados Para Conjuntos Disjuntos

Algorithm 5: UNION(z, y)
Input: z,y

1 2/ + FIND(z)

2 y' < FIND(y)

3if(2' #y')

4 | if( 2’.rank > y'.rank )

5 I_ y .parent < x'

6 else

7 x’.parent < v/

8 if( 2’.rank =y .rank )
9 |_ y .rank + +
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Introdugio Prim Kruskal

Estruturas de Dados para Conjuntos Disjuntos

ofsietotolo

rank =0 rank=0 rank=0 rank =0 rank=0 rank=0

Figura: Estado inicial.
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Introdugio Prim Kruskal

Estruturas de Dados para Conjuntos Disjuntos

§ BB9s

rank =0 rank =0 rank =0 rank=0 rank =0

Figura: UNTON(0, 1)
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Introdugio Prim Kruskal

Estruturas de Dados para Conjuntos Disjuntos

rank =1 rank =1 8 8

rank =0 rank =0 rank =0 rank =0

Figura: UNION(2, 3)
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Introdugio Prim Kruskal

Estruturas de Dados para Conjuntos Disjuntos

PN

rank =0 rank =0 rank =0 rank =0

Figura: UNTON(2,4)
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Introdugio Prim Kruskal

Estruturas de Dados para Conjuntos Disjuntos

rank =1 ﬁ‘k

rank =0 rank =0 rank =0 rank =0

Figura: UNION(2, 5)
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Introdugio Prim Kruskal

Estruturas de Dados para Conjuntos Disjuntos

/ rank =1 ﬁ‘k

rank =0 rank =0 rank =0 rank =0

Figura: UNION(0, 3)
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Introdugio Prim Kruskal

Union-find

Estruturas de Dados Para Conjuntos Disjuntos

@ Da forma como estdo implementados UNION e FIND, a arvore final
pode ter altura ©(n), o que ocasionaria um tempo linear para as
consultas.

@ Contudo ¢é possivel melhorar esse tempo significativamente ao
utilizar uma técnica chamada de path-compression.

@ Ao realizar a consulta de FIND(z), atualizamos = e os demais nds
no caminho até a raiz para apontarem imediatamente para o
representante do conjunto, isto é, a raiz.
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Introdugio Prim Kruskal

Union-find

Estruturas de Dados Para Conjuntos Disjuntos

o Dadas M operacdes de UNION ou FIND complexidade final
amortizada utilizando a técnica de path-compression é:

O(Ma(n)) C O(Mlg*n) C O(Mlgn)

em que « é a funcdo de Ackermann inversa.
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Introdugio Prim Kruskal

Union-find

Estruturas de Dados Para Conjuntos Disjuntos

Algorithm 6: FIND(x) com path-compression

Input: x

Output: representante do conjunto de x
1 if( z.parent # x )
2 I_ x.parent < FIND(z.parent)

3 return z
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Estruturas de Dados para Conjuntos Disjuntos

rank =1 rank = 2

rank =0 rank =0 rank =0 rank =0
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rank =0 rank =0

Figura: FIND(0)
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Introdugio Prim Kruskal

Union-find

Estruturas de Dados Para Conjuntos Disjuntos

@ Todas as operacbes que sucedem uma compressdo de caminho se
beneficiardo do tamanho reduzido da altura.

@ Note que, apds a compressao de caminho, o rank da raiz ndo
corresponde mais a altura da arvore, entdo rank deve ser sempre
interpretado como uma cota superior para a altura.
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Introdugio Prim Kruskal

Algoritmo de Kruskal

@ Suponha agora a existéncia de uma estrutura de dados UF' que
prové as opera¢des de UNION(z,y), FIND(z) como discutido
anteriormente e SAMESET(x,y). Esta dltima operag¢do responde se
x e y estdo no mesmo conjunto e para respondé-la é necessario
apenas verificar se FIND(x) = FIND(y).

@ O algoritmo de Kruskal inicializa os vértices, numerados e 0 a
|V| — 1 em n singletons.

o Esta inicializagcdo pode ser feita facilmente por um método
MAKESET.
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Introdugao Prim

Algoritmo de Kruskal

o Em seguida, as arestas sdo ordenadas em ordem crescente do peso.

@ Por fim, para cada aresta (u,v) na ordem dada, pegamos ela para
a arvore espalhada desde que UF.SAMESET(u, v) seja falso, isto é,
desde que u e v estejam em componentes conexas distintas. Em
seguida, u e v sdo colocadas na mesma componente conexa
através de UF.UNION(u, v).
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Introdugio Prim Kruskal

Algoritmo de Kruskal

Algorithm 7: KRUSKAL(G, w)
Input: G, w
Output: 7', a drvore (ou floresta) espalhada minima de G
UF.MAKESET(n)
T+ 0
E' «+ SORT(F,w) // ordena-se as arestas pelo custo
for all( (u,v) € E')

if( “UF.SAMESET(u,v) )

T.APPEND((u,v))
L UF.UNION(u, v)

N o g A 0N =

return T

©
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Introdugio Prim Kruskal

Algoritmo de Kruskal

Complexidade

o O(|E|1g|V]).
e O algoritmo é dominado pela ordenacgio das arestas.

@ Se o custo das arestas sdo inteiros na faixa [0, k], pode-se
considerar utilizar um algoritmo de ordenacao pseudolinear e obter
a complexidade de ©(k + |E| - o(|V])).
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Introdugdo Prim Kruskal Consideragdes

Consideracoes

o E possivel computar a arvore espalhada minima de um grafo em
tempo O(|E|1g |V]).

@ A estrutura para conjuntos disjuntos utilizada no algoritmo de
Kruskal n3o serve apenas para esse problema, é uma estrutura que
pode ser utilizada em outros contextos.

@ No algoritmo de Prim, caso seja necessario computar a floresta de
custo minimo, basta repetir o algoritmo para cada componente
conexa.
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