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LCA Algoritmo Imediato Binary-lifting Reducido a RMQ

LCA

Definicdo (Ancestral)

Seja T = (V, E) uma &rvore enraizada em r. Um vértice u é ancestral de um vértice v
se u estd no caminho de r até v. Em particular, v é ancestral de si mesmo.
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LCA

Definicdo (Ancestral comum mais baixo)

SejaT = (V, E) uma drvore enraizada em r. O ancestral comum mais baixo (LCA) de
dois vértices u e v, denotado por LCA(u,v) é o ancestral comum de u e v que estd
mais distante da raiz r (em uma profundidade maior).
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LCA

LCA

O problema do LCA viabiliza uma série de aplicacdes como:
» Encontrar o menor caminho entre dois vértices em uma 4arvore;
Similaridade entre dois organismos em uma &rvore filogenética;
Encontrar o menor ancestral comum entre dois elementos em uma hierarquia.

>
>
» Encontrar o menor valor possivel em um intervalo de uma sequéncia de nimeros.
| 4
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LCA

» O LCA é de extrema importancia pratica.

» Necessitamos de abordagens e algoritmos eficientes.
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Algoritmo Imediato

Algoritmo imediato

» O algoritmo imediato é bem simples, mas ineficiente.

» Primeiro computamos a profundidade de cada vértice da arvore, o que pode ser
feito em ©(n) com uma DFS.

» Para encontrar o LCA de dois vértices u e v, subimos na drvore a partir do vértice
mais profundo até que ambos os vértices estejam na mesma profundidade.

» Em seguida, subimos na arvore a partir de ambos os vértices até que eles se
encontrem. O ponto de encontro é o LCA.
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Algoritmo Imediato

Algoritmo imediato

Algoritmo 1: LCA-NAIVE(u, v)

while depth[u] > depth[v] do wu < p[u]
while depth[v] > depth[u] do v < p[v]
while u # v do

u < plu]
L v < p[v]
return u

S A W=
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LCA Algoritmo Imediato Binary-lifting Redugio a RMQ

Analise

Tempo de execucao: pior-caso

> Gasta-se tempo O(n) para processar a drvore e computar depth e p.

» Cada consulta gasta tempo ©(h), onde h é a altura da arvore.

» No pior caso, h = n — 1, portanto, o algoritmo gasta tempo O(n) por consulta.
» Tempo total: (©(n),0(n)).
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LCA Algoritmo Imediato Binary-lifting

Analise

» Em um cendrio de miiltiplas consultas, o algoritmo imediato ¢ ineficiente.

» Precisamos melhorar o tempo de execu¢do das consultas, mesmo que isso
implique em gastar mais tempo no pré-processamento da arvore.
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Binary-lifting

Binary-lifting

> A técnica de binary-lifting pode ser utilizada para melhor o tempo de execucdo
das consultas do algoritmo imediato.

» A ideia é subir na arvore em saltos maiores.

» Para isso, pré-computamos uma tabela up, onde up[u][i] é o ancestral do vértice
u a uma distancia de 2°.

» Maior salto necessério: 21871,

» Consideramos que p[r| = r. Isto é, o pai da raiz é a prépria raiz.
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Binary-lifting

wp[u][i] = plu], sei =0
O ancestral a uma distancia de 2° de u, sei >0
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Binary-lifting

» Como computar up|u|[i]?

» O ancestral a uma distancia de 2 de u é o ancestral a uma distancia de 2~ ! do
ancestral a uma distancia de 2:~1 de w.

» Portanto, uplu|[i] = up[up[u][i — 1]][i — 1]
» Programacao dinamica.
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Binary-lifting

uplafi] = {p[“]’ i

uplup[u][i — 1]][i = 1], ¢>0
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Binary-lifting

Tempo de execugao: pior-caso

» O tamanho da tabela up é n - [logyn| + 1. Precisamos de O(nlogn) palavras de
memoria.

» Cada célula pode ser computada em ©(1), portanto, o pré-processamento da
arvore gasta tempo ©(nlogn).

» Tempo total do pré-processamento: ©(nlgn).
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LCA com binary-lifting

Dados nés u e v, queremos encontrar LCA(u, v) com binary-lifting.
Se u é ancestral de v, entdo LCA(u,v) = u.

Se v é ancestral de u, entdo LCA(u,v) = v.

vvyyy

Caso contrario, subimos o maximo na arvore a partir de u usando poténcias de
dois decrescentes até um né w sem que w seja ancestral de v.

v

Em outras palavras: w é o né mais profundo que é ancestral de u, mas ndo é
ancestral de v.

» w é filho de LCA(u,v), portanto, LCA(u,v) = p[w].
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Binary-lifting

LCA com binary-lifting

Algoritmo 2: LCA-BINARY-LIFTING (u, v)

if IS-ANCESTOR(u,v) then return u
if 1IS-ANCESTOR(v, u) then return v
for i < [lgn] to 0 do
if not 1S-ANCESTOR(up|u|[i],v) then
| upfu][d
return up|u][0]

(= BNE, B - FU R S
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LCA com binary-lifting

Tempo de execucdo: pior-caso

» Cada consulta gasta tempo O(lgn), pois o lago percorre [lgn| + 1 iteragdes.
» Tempo total: (©(nlgn),O(lgn)).
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LCA com binary-lifting

» Como saber se um né u é ancestral de outro né v?

» Podemos fazer uma DFS na drvore e computar os tempos de entrada e saida de
cada né.

» Um nd u é ancestral de um nd v se e somente se u entra antes de v e sai depois
de v.
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LCA com binary-lifting

Algoritmo 3: DFs(u)

tin[u] < dfs_idx
dfs_idx < dfs_idx + 1
for (u,v) € E do
if v # plu] then
pv] < u
DFS(v)
t_out[u] + dfs_idx
dfs_idx < dfs_idx + 1

0O N oA WN =
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LCA com binary-lifting

Algoritmo 4: 1S-ANCESTOR(u, v)

1 return t_infu] < t_in[v] and t_out|u] > t_out|v]

Prof. Daniel Saad Nogueira Nunes Ancestral comum mais baixo



LCA Algoritmo Imediato Binary-lifting Redugdo a RMQ

LCA com binary-lifting

» Também é possivel computar tudo em uma DFS sé.
» Ao chegar em um né u, temos upw computado para cada ancestral w de wu.
» Portanto, podemos computar up[u] em O(Ilgn).

» O tempo total do pré-processamento continua sendo O(nlgn).
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LCA com binary-lifting

Algoritmo 5: DFs(u, w)

1 tiinfu] < dfs_idx

2 dfsiidx + dfs_idx + 1

3 up[u][0] « w

4 for i<+ 1to [lgn]| do

5 | up[u]d] + uplup[u][i — 1]][i — 1]
6 for (u,v) € E do

7 if v % w then

8 L L DFS(v, u)

9 t_out|u] + dfs_idx

10 dfs_idx < dfsidx +1

A primeira chamada deve ser DFS(7,7), em que 7 é a raiz da arvore. O segundo
pardmetro é o pai do primeiro parametro.
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Reducao a RMQ

» Os problemas de LCA e RMQ estdo intimamente relacionados.
» Podemos reduzir o problema de LCA a RMQ e vice-versa.
> |Isto é, se soubermos resolver um dos problemas, podemos resolver o outro.

» Como estamos interessados em resolver o problema de LCA, vamos mostrar que
LCA <,, RMQ.
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Tour Euleriano

Defini¢do (Tour Euleriano)

SejaT = (V, E) uma arvore ndo-direcionada e enraizada em r. Um tour Euleriano em
T € um passeio que comega na raiz, passa por todos os vértices e percorre cada aresta

exatamente uma vez em cada direcdo e termina na raiz.
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Tour Euleriano

» O tour Euleriano pode ser obtido com uma DFS na &rvore.
> Mantemos registro sempre que entramos e saimos de um vértice.

> Ao total teremos n + 1 entradas e n saidas, portanto, a sequéncia de vértices de
um tour Euleriano terd tamanho 2n + 1.
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Tour Euleriano

» Para conseguir a reducdo LCA <,,, RMQ), precisaremos computar trés informacdes.
> vertex|i] nos da o identificar do vértice visitado no i-ésimo passo do tour.

» first[u] indicard em qual indice u ocorre pela primeira vez na sequéncia de vértices
produzidas pelo tour.

» depthli] indicard a profundidade do né visitado no i-ésimo passo do tour.
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Tour Euleriano

Algorithm 6: EULERIAN-TOUR(u, p, h)

1 vertex[tour_idx] < u

2 first{u] = tour_idx

3 depthlu] < h

4 tour_idx ¢ tour_idx + 1

5 for (u,v) € E do

6 if v # p then

7 EULERIAN-TOUR(v,u, h + 1)
8 vertex[tour_idx| < u

9 tour_idx < tour_-idx + 1

» A primeira chamada deve ser EULERIAN-TOUR(r, r,0), em que r é a raiz da
arvore.
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Reducao LCA <,, RMQ

» Com posse de vertex, first e depth, estamos prontos para computar LCA (u, v).

v

Seja i = first[u] e j = first[v].
» Se i < j, entdo a resposta LCA(u,v) é:

vertex[ RMQgeptn (7, 7))

» Caso contrario:
VerteX[RMQdepth(j? i)]

» Ou seja, a consulta de RMQ é realizada sobre o vetor depth.

Prof. Daniel Saad Nogueira Nunes Ancestral comum mais baixo



LCA Algoritmo Imediato Binary-lifting Redu¢do a RMQ

Reducao LCA <,, RMQ

» Como computar RMQ e, (7, 5)?
» Virias possibilidades . ..

7

» Uma delas é usando uma arvore de segmentos, como visto na dltima aula.
Tempo (O(n),O(lgn)).
» Outra op¢do, é utilizando a técnica de tabela esparsa.
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Redu¢do a RMQ

Tabela esparsa

> Utilizaremos a técnica de tabela esparsa para computar as consultas de RMQ.

» Essa tabela n3o terd a computagao de todas as respostas, mas combinando
entradas dela, é possivel chegar na resposta de RMQy, (4, 7) em tempo O(1).

» Essencialmente, a tabela S[i][j] conterd a resposta de RMQy, (7,7 + 27 — 1). Isto
é, S[i][j] possui o indice de onde ocorre 0 minimo em um intervalo que comeca
em ¢ e tem tamanho 27.

» Como computar S[i|[j]? Programacao-dinamica, como no binary-lifting.
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Tabela esparsa

i, j=0
S{illj] = Slil[j — 1], j>0ei+2>n
Sl =11, j>0eV[S[lj — 1] <VI[S[i+277[j —1]]

S[i +2771[j — 1], caso contrario
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Tabela esparsa

Tempo de execugao: pior-caso

» A tabela tem n - (|lgn] 4+ 1) entradas.
» Cada computagio pode ser feita em tempo O(1).

» Logo, o tempo de pré-processamento é O(nlgn).

Prof. Daniel Saad Nogueira Nunes Ancestral comum mais baixo



Redu¢do a RMQ

Tabela esparsa

» Como computar RMQy,(4,j) com a tabela esparsa?

Sejal=|lg(j —i+1)].

» Sabemos que S[i][¢] possui o minimo do intervalo [i,i 4+ 2¢ — 1]. Mas isso n3o é
suficiente para cobrir o intervalo [i, j] inteiro.

v

» Contudo, ao adicionar essa informagdo com S[j — 2 + 1][¢], conseguimos cobrir o
intervalo todo, visto que essa entrada cobre o intervalo [j — 2¢ + 1,4]. Inclusive
pode existir uma sobreposicao dos intervalos cobertos pelas duas entradas da
tabela esparsa, mas nao ha problema nisso, pois o problema que estamos
resolvendo é o problema de minimo.
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Tabela esparsa

Algorithm 7: RMQy/ (4, j)
1 L+ [lgg—i+1]

2 a <« S[i|[{]

3 b+ S[j—2+1][4]
4 if V]a] < V[b] then
5

6

7

return a
else
L return b
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Tabela esparsa

Tempo de execugao: pior-caso

» Pré-processamento O(nlgn).

» Consulta ©(1).
> Total: (©(nlgn),O(1)).
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