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Introdu¢do Fenwick Trees Intervalos

Introducao

Problema

Entrada: Um vetor V[1,n] de inteiros e um intervalo [z, j] com 1 <i < j < n.

Saida:

J
> VK] [+ V[i+1] 4+ V][]
k=1
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Introdu¢do Fenwick Trees Intervalos

Algoritmo Forca-Bruta

» Um algoritmo forga-bruta apenas varre o vetor sobre o intervalo considerado e faz
a soma.

» Pior caso: ©(n) por consulta.
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Introdu¢do

Algoritmo Forca-Bruta

Algorithm 1: BRUTE-FORCE(V, 1, j)

Input: V[1,n],i,j5,1<i<j<n

J
Output: Z V(K]
k=i
1 sum <+ 0
2 fork<+ i;k<j;k++ do
3 L sum+ = V[k]
4 return sum
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Introdu¢do Fenwick Trees Intervalos

Buscando Outra Estratégia

> E possivel melhorar a nossa abordagem.

» Para simplificar: vamos supor que a nossa sequéncia estd armazenada V[1,n| e
que V[0] = 0.

» Vamos computar uma soma de prefixos da seguinte forma:

Clil =Y VIk]
k=0
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Introdu¢do

Fenwic!

Buscando Outra Estratégia

k Trees

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
y[0[1[3[2[5][2[8][7[3]0]4]

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
cl 0] 1[4 ] 6 [11]13[]21]28][31]31]35]
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Introdu¢do Fenwick Trees Intervalos

Buscando Outra Estratégia

j
» Como responder ZV[k] 1 <i < j < n utilizando C?
k=i
> Simples, como C[i] = S_4_, V[i], entdo podemos calcular o somatério do
intervalo [i, j] da seguinte forma:

» Tempo de consulta: O(1).
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Introdu¢do

Soma de Prefixos

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
v 01 [3[2]5]2]8[7]3]0]4]
— _
V[ =C[7]-C[2] =28 —4=24
1=3
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
cl 0] 1 [ 4] 6 |11 13]21[28]31 |31 35|
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Introdu¢do Fenwick Trees Intervalos

Soma de Prefixos

» A computagdo de C' pode ser feita em ©(n) com uma simples varredura da
esquerda para a direita em V.

» Uma vez que C' é computado, podemos responder qualquer consulta de soma
sobre um intervalo em tempo ©(1). Também n3o precisamos mais de V', uma vez
que V[i] = C[i] — C[i — 1].
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Introdu¢do

Soma de Prefixos

Algorithm 2: PrREFIX-suM(V, C')

Input: V]0,n],V[0] =0
Output: C[0,n]
1 C0]«0
2 fori< 1;i<n;i++ do
3 | Cli) « VI]i] + C[i — 1]
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Introdu¢do Fenwick Trees Intervalos

Soma de Prefixos

> Com a soma de prefixos, podemos responder qualquer pergunta em tempo
constante apds calcular C.

» Tempo de pré-processamento: O(n).
» Tempo por consulta: O(1).
> (B(n),0(1)).
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Introdu¢do

Soma de Prefixos

A estratégia utilizando soma de prefixos é excelente!

Mas existe um problema, sé funciona no caso estatico, em que V n3ao muda.
No caso dindmico, temos que recomputar C' a cada mudanga.

Levamos O(n) para atualizar C, no pior caso.

Precisamos de uma estrutura que funciona bem para o caso dindmico.

vVvyvyVvVvyypy

Alternativa: Fenwick-Trees. Tempo (O(n),O(lgn)) permitindo atualizagdes em
tempo O(lgn).
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Introdugdo Fenwick Trees

Sumario

Fenwick Trees
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Fenwick Trees

Fenwick Trees

» As Fenwick Trees foram propostas por Peter Fenwick na década de 90.

» S3o baseadas em um truque utilizando aritmética computacional e representacao
binaria.

> Na pratica conseguem responder as consultas de soma sobre intervalos de uma
maneira bem répida.

» Vamos definir o objeto de célculo.
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Introdugdo Fenwick Trees Intervalos

Fenwick Trees

» Seja lsb(i) a posicdo do bit 1 menos significativo de i em sua representac¢do

binaria.
> 1sb(10) = Isb(10105) = 1
> [sb(3) =1sb(113) =0

> 1sb(16) = 1sb(10000,) = 4
» A Fenwick Tree F'T' é um vetor F'T[0,n] em que

FTli]= Y VI

k=i—2lsb(1) -1

» Em outras palavras, F'T[i] contém a soma de um intervalo de tamanho 2/**() que
termina em .
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Introducdo Fenwick Trees Intervalos

Fenwick Trees

0 2 3 4 5 6 7 8 9 10
viof[t[3[2]s5]2[]8]7[3]0]4)]
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
cl O] 1 ] 46 [11]13]21]28]31]31]35|
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tl O 1 4 2 11 2 10 7 31 0 4

Intervalos [17 1] [1’ 2] [37 3] [17 4] [5’ 5] [57 6] [77 7} [17 8] [97 9] [9, 10]
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Fenwick Trees

Fenwick Trees

31

@ @
1234567890
= {1,3,2,5,2,8,7,3,0,4}

\4
N
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Introdugdo Fenwick Trees Intervalos

Fenwick Trees: exemplo

Se quisermos computar a soma sobre o intervalo [1,10], podemos utilizar a Fenwick
Tree da seguinte forma:

> FT(10) = Y10, VIK
FTIS) = Y5, VIK
90 V[k] = FT[10] + FT][8].
Repare que 10 — 2!50(10) — 10 — 21 = 8, que é o préximo indice a ser pesquisado.
Repare também que 8 — 2/52(8) = 8 — 23 — (), que é o caso base.
10102 ~~ 10005 ~~ 00005.

Desligamos o bit menos significativo com valor 1 a cada passo.

vVvyvyVvVvyypy
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Introducdo Fenwick Trees Intervalos 2D

Construcdo de Fenwick Trees

» Para construir a Fenwick Tree, podemos utilizar o vetor C' de soma de prefixos
para computar cada intervalo considerado por cada né.

» Como os inteiros normalmente estdo representados em bindrio através do
complemento de dois, o valor de 2!5°() pode ser computado de uma maneira
muito eficiente.
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Introducdo Fenwick Trees Intervalos 2D

Construcdo de Fenwick Trees

» Tome x = alb, em que a representa os bits mais significativos de x, 1 representa
o bit 1 mais a direita de x, e b uma sequéncia de zeros ao final de x.

» Sabemos que, pela representacdo computacional usando complemento de dois,
temos: —x =~z + 1.

» Como ~ (x) =~ (alb) = (~ a)0(~ b), temos que ~ (ald) + 1 = (~ a)1b.
» Usando o operador de & bit a bit na expressdo (z& — z) temos exatamente o
valor de 2!5b(=)
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Fenwick Trees

Construcao das Fenwick Trees

a 1 b

¢ ~a 1 b

00...0100...0
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Fenwick Trees

Construcdo de Fenwick Trees

Algorithm 3: BUILD-FT

Input: CI0,n]
Output: FT0,n]
1 FT[0] + 0
2 fori< 1;1<n;i++ do
3 | FT[i] + Cli) - C[i — (i& — )]
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Introdugdo Fenwick Trees Intervalos

Fenwick Trees

Construcao

» A Fenwick Tree pode ser construida a partir da soma de prefixos C' em tempo
©(n), uma vez que a soma sobre cada intervalo é respondida em tempo ©O(1).
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Introducdo Fenwick Trees Intervalos 2D

Consultas sobre Fenwick Trees

» Mostraremos agora como utilizar a Fenwick Tree para responder a consulta de
soma sobre o intervalo V[1,i] para algum 1 < i < n.

» O né FT[i] contém a informacdo da soma de V[i — 252() 41 4],

» Sejai’ =i — 2lsb(1) - Recursivamente podemos conseguir mais um pedaco da
informac3o de V[1,4] olhando para FT[i’], que possui o valor da soma de
VI[i' — 200 41,4,

» Caso base: i/ = 0.
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Fenwick Trees

Fenwick Trees

31
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Fenwick Trees

Construcdo de Fenwick Trees

Algorithm 4: sum(i)

Input: FT[0,n],i
Output: >, | V(K]
sum <0
while i > 0 do
sum =< sum + F'Ti]
i i— (i& — 1)

return sum

s W N =
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Introdugdo Fenwick Trees Intervalos

Consultas sobre Fenwick Trees

» Utilizando a mesma ideia da soma de prefixos, é possivel utilizar a Fenwick Tree
para responder uma soma sobre um intervalo Vi, j].

» Basta considerar subtragcdo das somas sobre V[1,j] e V[1,i — 1].
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Fenwick Trees

Consultas de Fenwick Trees

Algorithm 5: sumMm(i, j)

Input: FT(0,n],i,j, i<
Output: > _, V[k]
1 return suM(j) — sum(i — 1)
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Introdugdo Fenwick Trees Intervalos

Consultas de Fenwick Trees

» O tempo para cada consulta sobre uma Fenwick Tree é O(lgn).
» Cada operagdo i < i — (i& — i) apaga o bit 1 menos significativo de .

» Como gastamos w bits para representar um inteiro a cota estd justificada, pois
w € O(lgn). (Modelo RAM)
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Introducdo Fenwick Trees Intervalos 2D

Atualizacao de Valores

> Até o momento ndo ganhamos nada com as Fenwick Trees.

» Utilizar soma de prefixos para responder uma consulta leva tempo ©(1) contra
O©(Ign) da Fenwick Tree.

P> A grande utilidade das Fenwick Trees é a habilidade de poder atualizar valores em
tempo O(lgn).
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Introducio Fenwick Trees Intervalos

Atualizacao de Valores

» Suponha que queremos atualizar V[i].

v

As mudancgas devem ser propagadas nos nds da Fenwick Tree.

» Sabemos que um né FT[j] da Fenwick Tree cobre o intervalo [j — 2!50() 4 1, 4].
Temos que atualizar todos os n6s FT'[j] cujo intervalo contém i. Em outras
palavras, atualizamos F'T'[j] sempre que j — 2/5°0) 4+ 1 <4 < j.

> Processo simétrico ao da soma, mas incrementamos i de 2/*0() = (i& — i)
unidades.
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Fenwick Trees

Atualizacao de Valores

Algorithm 6: UPDATE(7, A)

Input: FT[0,n],i,A
1 while i <n do
2 FTi] « FT[i] + A
3 P40+ (& — 1)
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Introdugdo Fenwick Trees Intervalos

Atualizacao de valores

» As atualizagdes podem ser feitas em tempo O(lgn).
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Introducdo Fenwick Trees Intervalos 2D

Analise das Fenwick Trees

> As Fenwick Trees sdo uma excelente opgao para responder a consulta de soma
sobre intervalos em tempo (©(n), O(lgn)).

» Estrutura dindmica, suporta atualizagdo em tempo ©(lgn).

P> Implementacdo extremamente enxuta e elegante baseada em aritmética
computacional.

» Muito rapida na pratica.
> (O(n),O(Ign), O(Ig n)).

Prof. Daniel Saad Nogueira Nunes Arvores de Fenwick



Introdugéo

Sumario

Intervalos

Prof. Daniel Saad Nogueira Nunes

Fenwick Trees

Intervalos

Arvores de Fenwick

2D



Introdugdo Fenwick Trees

Sumario

Intervalos
Atualizag3o de intervalos

Prof. Daniel Saad Nogueira Nunes

Intervalos

Arvores de Fenwick

2D



Introducdo Fenwick Trees Intervalos

Intervalos

Atualizacao de Intervalos

Até o momento, a Fenwick Tree permite atualizar apenas um elemento do vetor V.

E se, em vez de atualizar apenas um elemento, quisermos adicionar um valor A a
todos os elementos de um intervalo [l,7]?
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Introducdo Fenwick Trees Intervalos

Atualizacao de intervalos

Suponha que adicionamos um valor A a todos os elementos de [I,7]. Entdo, o seguinte
vale:

» Parai </, 22:1 V[k] ndo muda.

» Paral <i<r, ZZ:1V[I<:] aumentaem (1 —(I—1))-A=(@GE—-1+1)-A

» Parai>r, 22:1 V[k] ndo muda.
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Introducdo Fenwick Trees Intervalos

Atualizacao de intervalos

Se usarmos duas Fenwick Trees, digamos, F} e F5, para adicionar A a todos os
elementos de [I, r], fazemos:

1. F1.uPDATE(l, A)

2. F1.UPDATE(r + 1,—A), se r < n.

3. F5.UPDATE(l, (I — 1) - A)

(r+1,—r-A),ser <n.

A operagdo SUM(i) agora é dada por F.SUM(%) - i — F5.SUM(3).

4. F5.UPDATE

» F3.SUM(i) retorna o valor de A que deve ser adicionado a cada elemento de [1,1].

» Fy.suM(i) retorna (I —1)- A paracadal <i <r.
» Entdo F1.SUM(7) i — Fh.sum(i) =i-A—(1—-1)-A=(i—-1+4+1)-A.
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2D-Fenwick Trees

v

Fenwick Trees podem ser generalizadas para o caso bidimensional.

v

A ideia é a mesma, mas agora cada né da Fenwick Tree contém a soma de um
sub-retangulo da matriz.

P> A atualizacdo e a consulta s3o feitas de maneira andloga ao caso unidimensional.

> O tempo de consulta e atualizagio é O(Ig?n).

v

Cada linha da matriz possui uma Fenwick Tree, e a Fenwick Tree principal é
construida sobre as Fenwick Trees das linhas.
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