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Introdu¢do

Introducao

» Para poder falar de algoritmos e aplicacdes de Grafos, primeiramente precisamos
defini-los formalmente.
» Também precisamos explicar como representa-los computacionalmente.

P Assim teremos como realizar uma descricdo precisa dos algoritmos que atuam
sobre eles e da sua complexidade computacional.
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Introducio Conceitos Representagio

Conceitos: grafos

Defini¢do (Grafo)

Um grafo n3o-direcionado, ou simplesmente, grafo, é uma dupla G = (V, E) em que V
é o conjunto de vértices e E C [V?] é o conjunto de arestas, em que

V3 = {{u,v} :u,v € V,u # v}

Isto €, o conjunto de arestas corresponde a um conjunto de pares ndo-ordenados e
distintos de vértices. Cada aresta e € E € representada por um par e = {u,v}, em que
u,v € V sdo os vértices adjacentes a e.
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Introdugdo Conceitos Representacdo

Conceitos: grafos

Figura: Exemplo de grafo ndo-direcionado.
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Introdugdo Conceitos Representagdo

Conceitos: grafos

O o O 2 O RIS

> F =

° c {{a’a b}v{b’ C}v{a’d}a{bv d}a{bv 6}7{676}}'

Prof. Daniel Saad Nogueira Nunes Conceitos preliminares



Conceitos

> Se existe uma aresta {u, v}, isso significa que u e v se relacionam.

P> Apesar de existirem definicGes alternativas de grafos que podem apresentar loops,
ou multiplas arestas entre pares de vértices, ndo as usaremos aqui.
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Introdugdo Conceitos Representacdo

Conceitos: grafos direcionados

Defini¢do (Grafo direcionado)

Um grafo direcionado, ou digrafo, é uma dupla G = (V, A) em que V € o conjunto de
vértices e A C {(u,v) : u,v € V,u # v} é o conjunto de arcos, em que cada arco

a € A € representado por um par ordenado a = (u,v) de vértices distintos, em que
u,v € V sdo os vértices adjacentes a a, sendo u a origem e v o destino do arco.
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Introdugdo Conceitos Representacdo

Conceitos: grafos direcionados

Figura: Grafo direcionado.
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Introdugéo Conceitos Representacio

Conceitos: grafos direcionados

° » V ={a,b,c d}

a d > A=

‘ {(a’v b)’ (a7c)7 (b7 d)? (C’ d)v (d’ C)v (d7 a)}
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Introdugdo Conceitos Representacdo

Conceitos: grafos direcionados

» Em grafos direcionados, a orientagdo das arestas importa.

» Se houver uma aresta (u,v), mas ndo uma aresta (v, u), isso implica que u se
relaciona com v, mas v nao se relaciona com wu.
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Introdugdo Conceitos Representacdo

Conceitos: grafos direcionados

P> Apesar de existirem definicGes alternativas de grafos que podem apresentar loops,
ou multiplos arcos, ndo as usaremos aqui.
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Introdugdo Conceitos Representagdo

Conceitos: grafos direcionados

Defini¢do (Cabe¢a e Cauda)

Em uma aresta (u,v) de um grafo direcionado, u é chamada de cauda e v de cabega.
Dizemos que u incide em v.
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Introdugdo Conceitos Representagdo

Conceitos: tamanho e ordem

Definicdo (Tamanho e ordem)

O tamanho de um grafo, denotado por m, corresponde ao nimero de arestas dele. J3
a ordem de um grafo, denotada por n, corresponde ao niimero de vértices.

m = |E|
n=|V|
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Introdugdo Conceitos Representacdo

Conceitos: grau

Defini¢do (grau)

O grau de um né uw em um grafo G = (V, E), denotado por deg(u) € a quantidade de
arestas que incidem nele. Em outras palavras:

deg(u) = | {{u, v} € E}|

Para grafos direcionados G = (V, A), deg™ (u) representa o nimero de arcos que
possuem u como cabeca, e deg™ (u), o nimero de arcos que possuem u como cauda.
Isto é:

deg™ (u) = [{(v,u) € A}|
deg™ (u) = [{(u,v) € A}|
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Introdugdo Conceitos Representagdo

Conceitos: grau

Observagdo (Somatério dos graus)

E f4cil ver que em um grafo direcionado G = (V, A), temos:

Z deg™ (u) = Z deg™ (u) =m

ueV ueV
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Introdugdo Conceitos Representacdo

Conceitos: subgrafo

Defini¢do (Subgrafo e subgrafo gerador)
Seja G = (V,E) um grafo. G' = (V', E’) € dito subgrafo de G se V' CV e E' CE.
Um subgrafo é chamado de gerador se V' =V e £/ C E.

A definicdo de subgrafo e subgrafo gerador para grafos direcionados é andloga.
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Introdugdo Conceitos Representacdo

Conceitos: passeio

Defini¢do (Passeio)

Um passeio em um grafo G = (V, E) é uma sequéncia de vértices e arestas
(v1,a1,v9,...,ar_1,v,) tal que ay, = {vk,vk+1} € FE para todo1 <k <r—1.
Na versdo direcionada, (vg,vi11) € A para todo1 < k <r—1.

Como notagdo, podemos omitir as arestas e escrever apenas a sequéncia de vértices
<’l)1,'l}2, ce ,U,.>.

Prof. Daniel Saad Nogueira Nunes Conceitos preliminares



Introdugdo Conceitos Representacdo

Exemplo: passeio

Figura: (a,{a,b},b,{b,c},c,{c,e},e,{e,b},b,{b,a},a) é um passeio no grafo, também
representado por {(a, b, c,e, b, a).
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Introdugdo Conceitos Representagdo

Conceitos: trilha

Defini¢do (Trilha)
Uma trilha em um grafo G = (V, E) é um passeio no qual todas as arestas sdo
distintas.

A versio direcionada é analoga.
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Introdugdo Conceitos Representagdo

Exemplo: trilha

Figura: {(a,b,c,e,b) é uma trilha.
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Introdugdo Conceitos Representacdo

Conceitos: caminho

Defini¢do (Caminho)

Um caminho é uma trilha na qual todos os vértices, e consequentemente, todas as
arestas, sdo distintos.

A versio direcionada é analoga.

Um caminho em que o primeiro vértice é u e o ultimo vértice é v € denotado por

u ~ .
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Introdugdo Conceitos Representagdo

Exemplo: caminho

Figura: {a,b,c,e) é um caminho.
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Introdugdo Conceitos Representagdo

Conceitos: circuito

Defini¢do (Circuito)

Um circuito é uma trilha ndo vazia na qual o primeiro e o ultimo vértice sdo iguais.
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Introdugdo Conceitos Representagdo

Exemplo: circuito

Figura: {(a,d,b,e,c,b,a) é um circuito.
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Introdugdo Conceitos Representagdo

Conceitos: ciclo

Defini¢do (Ciclo)

Um ciclo é um circuito no qual todos os vértices sdo distintos, com excecdo do
primeiro e do dltimo.

Prof. Daniel Saad Nogueira Nunes Conceitos preliminares



Introdugdo Conceitos

Exemplo: ciclo

Figura: {(a,d,b,a) é um ciclo.
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Introdugdo Conceitos Representagdo

Conceitos: grafo aciclico

Defini¢do (Grafo aciclico)

Um grafo € dito aciclico se ndo possui ciclos. A versdo direcionada é andloga.
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Introdugdo Conceitos Representagdo

Conceitos: grafo aciclico

Figura: Grafo aciclico.
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Introdugdo Conceitos Representagdo

Conceitos: conectividade

Definicdo (Conectividade)

Um grafo n3o-direcionado G = (V, E) € dito conexo se, para qualquer par de vértices
u e v, existe um caminho u ~~ v.
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Introdugdo Conceitos Representagdo

Exemplo: conectividade

Figura: O grafo é conexo, pois existe um caminho entre qualquer par de vértices.
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Introdugdo Conceitos Representagdo

Exemplo: conectividade

Figura: O grafo n3o é conexo, pois ndo existe caminho a ~ e.
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Introdugdo Conceitos Representagdo

Conceitos: conectividade fraca

Definicdo (Conectividade fraca)

Um grafo direcionado G = (V, A) é dito fracamente conexo se sua versdo nio
direcionada é conexa.
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Introdugdo Conceitos Representagdo

Figura: O grafo é fracamente conexo, pois sua versdo n3o direcionada é conexa.

Exemplo: conectividade fraca
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Introdugdo Conceitos Representagdo

Conceitos: semiconexao

Defini¢do (Semiconexdo)

Um grafo direcionado G = (V, A) € dito semiconectado se, para qualquer par de
vértices u e v, existe um caminho direcionado u ~ v ou v ~ u.
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Introdugdo Conceitos Representacdo

Exemplo: semiconexao

Figura: O grafo é semiconectado, pois existe caminho u ~» v ou v ~» u para qualquer par de
vértices u e v.
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Introdugdo Conceitos Representagdo

Figura: O grafo ndo é semiconectado, pois n3o existe caminho ¢ ~~ a nem a ~ c.

Exemplo: semiconexao
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Introdugdo Conceitos Representagdo

Conceitos: conectividade forte

Defini¢do (Conectividade forte)

Um grafo direcionado G = (V, A) é dito fortemente conexo se, para qualquer par de
vértices u e v, existe um caminho direcionado u ~> v e existe um caminho direcionado
U~ UL
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Introdugdo Conceitos Representacdo

Exemplo: conectividade forte

Figura: O grafo é fortemente conexo, pois existe caminho u ~» v € v ~ u para qualquer par de
vértices u e v.
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Introdugdo Conceitos Representagdo

Conceitos: componentes conexas

Definicdo (Componentes conexas)

Uma componente conexa G' = (V', E') de um grafo G = (V, E) é um subgrafo
maximal conexo.

Equivalentemente, GG € dito conectado se possui apenas uma componente conexa.
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Introdugdo Conceitos Representagdo

Exemplo: componentes conexas

Figura: O grafo possui duas componentes conexas com os vértices {a,b,d} e {c,e}.
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Introdugdo Conceitos Representagdo

Conceitos: componentes fortemente conexas

Definicdo (Componentes fortemente conexas)

Uma componente fortemente conexa G' = (V' A") de um grafo direcionado
G = (V, A) € um subgrafo maximal fortemente conexo.

Equivalentemente, GG € dito fortemente conexo se possui apenas uma componente
fortemente conexa.
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Introdugdo Conceitos Representagdo

Exemplo: componentes fortemente conexas

Figura: O grafo possui duas componentes fortemente conexas com os vértices {a, b, c,d} e {e}.
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Introdugdo Conceitos Representagdo

Conceitos: vértice de articulacao

Defini¢do (Vértice de articulagdo)

Um vértice de articulagdo em um grafo G = (V, E) é um vértice cuja remocdo
aumenta o nidmero de componentes conexas de G.
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Introdugdo Conceitos Representacdo

Exemplo: vértice de articulacao

Figura: O vértice b é um vértice de articulagcdo, pois sua remo¢do aumenta o nimero de
componentes conexas do grafo.
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Introdugdo Conceitos Representagdo

Conceitos: ponte

Defini¢do (Ponte)

Uma aresta e € E em um grafo G = (V, E) é uma ponte se a remogdo de e aumenta o
ntimero de componentes conexas de G.
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Introdugdo Conceitos Representacdo

Exemplo: ponte

Figura: A aresta {a,b} é uma ponte, pois sua remocio aumenta o nimero de componentes
conexas do grafo. {a,d} também é uma ponte.
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Introdugdo Conceitos Representacdo

Conceitos: arvore

Defini¢do (Arvore)
Uma arvore é um grafo ndo-direcionado conexo e aciclico.

Uma &arvore direcionada € um grafo direcionado conexo e aciclico cuja versdo ndo
direcionada é uma 3arvore.
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Introdugdo Conceitos Representagdo

Exemplo: drvore

Figura: O grafo é uma &rvore.
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Introdugéo Conceitos Representacio

Conceitos: folha

Defini¢do (Folha)

Uma folha em uma drvore € um vértice de grau 1.
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Introdugdo Conceitos Representagio

Conceitos: arvores

Propriedades sobre arvores

» Uma drvore com n vértices possui exatamente n — 1 arestas.
» Uma drvore com n > 2 possui pelo menos duas folhas.

» Para qualquer par de vértices u € v em uma arvore, existe um tnico caminho
U~ V.

Se uma aresta for adicionada a uma arvore, um ciclo serd formado.

v

» Se uma aresta for removida de uma arvore, ela se tornard desconexa.
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Introducio Conceitos Representagio

Conceitos: arvores

Raiz

Uma 4arvore enraizada é uma &rvore na qual um vértice foi escolhido como raiz. A
partir da raiz, todos os outros vértices podem ser organizados em niveis, de acordo
com a distancia em relac3o a raiz.
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Introdugéo Conceitos Representacio

Exemplo: 4rvore enraizada

Figura: Arvore com raiz em d.
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Introdugéo

Conceitos: florestas

Defini¢do (Floresta)

Conceitos

Representacio

Uma floresta é um grafo G = (V, E') em que cada componente conexa é uma arvore.

Prof. Daniel Saad Nogueira Nunes
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Introdugdo Conceitos Representacdo

Exemplo: floresta

Figura: Uma floresta contendo duas 4rvores. A primeira possui os vértices {a,d, b} enquanto a
segunda, os vértices {c,e}.
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Introdugdo Conceitos Representagdo

Conceitos: arvores geradoras

Definicso (Arvore geradora)

Uma drvore geradora de um grafo G = (V, E) é um subgrafo T = (V, E') que é uma
drvore e que contém todos os vértices de G.
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Introducio Conceitos Representagio

Conceitos: grafo bipartido

Definicdo (Grafo bipartido)

Um grafo G = (V, E) € dito bipartido se V' puder ser particionado em dois conjuntos
V1 e Vi de tal forma que cada aresta em E conecta um vértice em Vi a um vértice em
Vo. Em outras palavras, ndo existem arestas entre vértices do mesmo conjunto.

Como se trata de uma particdo, ViU Vo =V e Vi NVy = ().

O grafo bipartido com o niimero maximo de arestas é chamado de grafo bipartido
completo, e é denotado por K, ,, em que x = |V1| ey = |V3].
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Introdugdo Conceitos Representagdo

o
°}oe
o

Figura: Kz 3: grafo bipartido com conjuntos Vi = {a,b} e Vo = {¢,d, e}.

Exemplo: grafo bipartido
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Conceitos

Conceitos: grafo completo

Definicdo (Grafo completo)

Um grafo G = (V, E) € dito completo se cada par de vértices distintos em V' estiver
conectado por uma aresta em E. Em outras palavras, um grafo completo é um grafo
no qual todos os vértices sdo adjacentes entre si.

. _ 2
Em um grafo completo, hd exatamente () = n(n2 L — B arestas.

Na versdo direcionada, um grafo completo é um grafo no qual todos os pares de
vértices distintos estdo conectados por dois arcos, um em cada direcdo. Em um grafo
completo direcionado, hd exatamente n(n — 1) = n? —n arcos.

Um grafo completo com n vértices é denotado por K,,.
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Introdugéo Conceitos Representacio

Exemplo: grafo completo

Figura: K35, grafo completo com 5 vértices e 10 arestas.
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Representacio

Representaciao computacional

» Existem varias formas de representar um grafo em um computador.

> Cada método possui vantagens e desvantagens, dependendo do tipo de grafo e
das operacdes que serao realizadas sobre ele.

» As principais representacdes computacionais de um grafo sdo aquelas baseadas em
matrizes e em listas.

» Para facilitar, normalmente associamos um indice de 0 a n — 1 a cada vértice do
grafo, e um indice de 0 a m — 1 a cada aresta ou arco.
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Introducio Conceitos Representagido

Matriz de incidéncias

Definicdo (Matriz de incidéncias)

A matriz de incidéncia de um grafo G = (V, E) é uma matriz My, ., em que cada
linha corresponde a um vértice de V' e cada coluna corresponde a uma aresta de E. A
entrada M]i][j| da matriz é 1 se a aresta j incide no vértice i, e 0 caso contrario.

MIi][j] 1, se a aresta j incide no vértice 1
i|[j] = -
0, caso contrario
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Introducio Conceitos Representagido

Matriz de incidéncias

Defini¢do (Matriz de incidéncias)
Na versdo direcionada, a entrada M|i][j] da matriz é —1 se o arco j sai do vértice i, 1

se o arco j entra no Vértice i, e 0 caso contrario.

—1, se o arco j sai do vértice i
MTJil[j]=1<1, seoarcoj entra no vértice i

0, caso contrario
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Introducio Conceitos Representagido

Exemplo: matriz de incidéncias

S OO ==
OO R = O
O = O O
O = O = O
_ o O = O
—_ o = OO

Prof. Daniel Saad Nogueira Nunes Conceitos preliminares



Introdugdo Conceitos Representagido

Exemplo: matriz de incidéncias

S O =
SO O =
oo = O

—

|

[y
= o O
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Introducio Conceitos Representagido

Matriz de adjacéncias

Definicdo (Matriz de adjacéncias)

A matriz de adjacéncias de um grafo G = (V, E) é uma matriz M, «,, em que cada
linha e cada coluna correspondem a um vértice de V. A entrada M{[i|[j] da matriz é 1
se existe uma aresta ligando o vértice i ao vértice j, e O caso contrario.

ar 1, se existe uma aresta ligando i a j
M[i)[5] =

0, caso contrario

Em um grafo ndo-direcionado a matriz é simétrica, isto € M]|i|[j] = M|j][i] para todo
i j.
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Introdugéo

Exemplo: matriz de adjacéncias
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Conceitos

O = O = O
_ == O =
_ o O = O
SO O ==
OO R~ O
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Introdugdo Conceitos Representagido

Exemplo: matriz de adjacéncias

_ o o o
SO O
_ o O =
O = = O
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Introducio Conceitos Representagido

Lista de arestas

Defini¢do (Lista de arestas)

A lista de arestas de um grafo G = (V, E)) é uma lista que contém todas as arestas do
grafo. Cada aresta € representada por um par de vértices que ela conecta.

Para grafos direcionados, cada arco é representado por um par ordenado de vértices.
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Introducio Conceitos Representagido

Lista de adjacéncias

Definicdo (Lista de adjacéncias)
A lista de adjacéncias de um grafo G = (V, E) é uma lista que contém, para cada
vértice v € V, a lista de todos os vértices adjacentes a .

Para grafos direcionados, a lista de adjacéncias contém, para cada vérticeu € V, a
lista de todos os vértices v € V tais que (u,v) € A.

Em um grafo no-direcionado, se v esta na lista de u, u estd na lista de v.
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Introdugéo

Exemplo: lista de adjacéncias
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Introdugdo Conceitos Representagido

Exemplo: lista de adjacéncias
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Representacio

Consideracoes

» Essencialmente, na representacdo de matrix ou lista de adjacéncias, o grafo ndo
direcionado é tratado como um grafo direcionado, com dois arcos para cada aresta
do grafo ndo direcionado.

» Representacdes baseadas em matrizes sdo mais eficientes para grafos densos,
enquanto representacdes baseadas em listas sdo mais eficientes para grafos
esparsos.

» O espaco utilizado por uma matriz de adjacéncias é ©(n?), enquanto o espaco
utilizado por uma lista de adjacéncias é O(n + m).

> Verificar as adjacéncias de um vértice u é mais barato em lista de adjacéncias,
onde gastamos O(deg(u)), enquanto em uma matriz de adjacéncias gastamos
O(n).

» Alguns algoritmos se beneficiam de uma representacdo em matriz, enquanto
outros se beneficiam de uma representacdo em lista.
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