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Introducao

@ Agora que conhecemos o bdsico sobre recursividade, iremos nos
aprofundar do seu uso para resolucido de problemas.

@ Iremos utilizar varias situaces-problema para exemplificar a
aplicacdo desta técnica de programacao.
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Problema

Dado z € R e n € N, calcule 2™ sem utilizar a funcdo pow .
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Exponenciacido: recursao

@ A exponencia¢do tem uma caracterizagdo recursiva imediata.
@ Sen=0,2"=1.

e Sendo, 2" = z" 1. .
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Exponenciacido: recursao

double expo(double x, int n) { returnn == 0 ? 1 : expo(x, n - 1) * x; }
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Exponenciacao

@ A solucg3do recursiva faz n + 1 chamadas.
@ Memodria utilizada é proporcional ao valor de n.

@ A solugdo iterativa padrao se mostra uma escolha melhor. Apesar
de efetuar n multiplicacdes, ndo utiliza memdria de pilha em
€XCesso.
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Exponenciacdo: iteracdo

double expo(double x, int n) {
double res = 1;
for (int i = 1; i <= n; i++) {
res *= Xx;
I

return res;
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Exponenciacao

@ Podemos fazer melhor ao definir a solugcdo recursiva de um jeito
mais esperto.

o Esta técnica é conhecida como exponenciagao rapida. Pode ser
utilizada para gerar uma matriz M"™ rapidamente.
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Exponenciacio rapida

@ Caso base: se n =0, 2" = 1.

@ Sen > 0 e par, temos que:
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Exponenciacio rapida

double expo(double x, int n) {
if (n == 0)
return 1;
else {
double pot = expo(x, n / 2);
if (m % 2 ==0) {
return pot * pot;
} else {
return x * pot * pot;
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Exponenciacio rapida

@ A nova solugdo recursiva é muito mais interessante.

@ A chamada recursiva reduz o valor do exponente pela metade.
@ S3o feitas 1 + [logy(n + 1)] chamadas.

o Complexidade logaritmica em vez de linear.
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Torre de Hanoi

@ A torre de Hanoi é um quebra-cabega que possui 3 estacas,
rotuladas A, B e C e cinco discos, de tamanhos crescentes.

@ Inicialmente os cinco discos estdo empilhados, do menor para o
maior, na primeira estaca, A.

@ O objetivo é transferir todos os discos para a estaca C', podendo
utilizar a estaca B durante o processo.

@ Restricao: nunca um disco maior pode ficar sobre um menor.
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Figura: Solucdo do quebra-cabeca com 4 discos.




Torre de Hanoi

@ Todo quebra-cabeca da torre de Hanoi com n discos pode ser
resolvido com 2" — 1 movimentos.

Resolucdo de problemas utilizando recursio



Exponenciagdo Sistema linear Permutagédo

Torre de Hanoi

Problema

Resolva um quebra-cabeca da Torre de Hanoi com n discos,
informando as movimentacdes dos discos para cada uma das estacas
com 2™ — 1 movimentos.
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Torre de Hanoi

@ Caso base: se n = 1 resolver o problema é trivial, basta mover o
disco da estaca origem para a estaca destino.

@ Se soubermos resolver o quebra-cabeca com n — 1 discos (hipStese
de indugdo), também conseguimos resolver o quebra-cabe¢a com n
discos:

» Transferimos os n — 1 primeiros discos para a estaca auxiliar utilizando
a solugdo recursiva para n — 1.

» Transferimos o disco n para a estaca destino.

» Transferimos os n — 1 discos da estaca auxiliar para a estaca destino
utilizando a solugdo recursiva para n — 1 discos.
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Torre de Hanoi

void hanoi(int n, char origem, char destino, char auxiliar) {

if (n == 1) { // Caso base
printf("Movendo o disco %d da estaca J%c para a estaca %c.\n", n,
— origem, destino);

} else {
// Movemos os "n - 1" primeiros discos da estaca origem para a
— estaca
// auziliar utilizando a estaca de destino como auziliar.
hanoi(n - 1, origem, auxiliar, destino);
// Movemos o disco "n" da estaca origem para a estaca destino
printf ("Movendo o disco %d da estaca Jc para a estaca %c.\n", n,
< origem, destino);
// Movemos os "n - 1" primeiros discos da estaca auziliar para a
— estaca
// destino utilizando a estaca origem como auziliar.
hanoi(n - 1, auxiliar, destino, origem);
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Sistema linear

@ A recursividade é extremamente (til quando queremos enumerar
todas as possibilidades, subconjuntos ou permutagdes.

@ Examinaremos alguns exemplos que utilizam a recursio desta
forma.
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Sistema linear

Problema

Sejam inteiros n e C' e uma equacdo xo +x1 + ...+ x, = C, informe
todos os valores das varidveis que satisfazem a equacao.
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Restricoes

e x;>0,0<171<n.
o C>0.
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Sistema linear

@ Se o inteiro n fosse conhecido previamente, poderiamos
implementar a solucdo iterativamente.

@ Por exemplo, se n = 2 bastaria fazer o seguinte:

1 void solution(int C) {

2 int x0, x1, x2;

3 for (x0 = 0; x0 <= C; x0++) {

4 for (x1 = 0; x1 <= C - x0; x1++) {

5 x2 = C - x0 - x1;

6 printf("%d + %d + %d = %d", x0, x1, x2, C);
7

8

9
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Sistema linear

@ Como nao sabemos o valor de n de antemao, a solugao anterior
ndo funcionaria.

o Utilizando recursividade, podemos enumerar todas as solugdes.
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Sistema linear: caracterizac3o recursiva

@ Seja o sistema
rot+T1+... .+t =C

@ Se n =0, a Unica varidvel deve assumir o valor de C para
satisfazer o sistema, isto é, zg = C.

@ Se n > 0, podemos estipular um valor valido para x,, e resolver,
recursivamente o problema menor

ro+xT1+...+xp1=C—1x,
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Sistema linear: solucdo recursiva

void imprime_solucao(int x[], int n, int C) {
for (int i = 0; i < n; i++) {
printf("/%d + ", x[i1);
}
printf("%d = %d\n", x[nl, C);
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Sistema linear: solucdo recursiva

void solucao(int *x, int n, int C, int n_original, int c_original) {
if (n == 0) {

x[0] = C;
imprime_solucao(x, n_original, c_original);
} else {
for (int i = 0; i <= C; i++) {
x[n] = i;

solucao(x, n - 1, C - x[n], n_original, c_original);
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Sistema linear: solucdo recursiva

int main(void) {
int n, C;
scanf ("%d %d", &n, &C);
int *x = malloc(sizeof(int) * n + 1);
solucao(x, n, C, n, C);
free(x);
return 0;
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Problema

Dado uma string .S de tamanho n, imprimir todas as permutacdes de

S
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@ Por exemplo, se S = abc entdo as permutacgdes sdo: abc, bac, cba,
ach, beca, cab.

o Total de permutacdes: n!.
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Permutacao

@ A ideia aqui é a seguinte: para cara caractere S[l], trocamos ele
por um caractere S[i], com ¢ > [.

@ Resolvemos o problema recursivamente para a string S[l+1,n —1].

@ O processo acaba quando chegamos na dltima posicao.
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/abc
/abc\ bac cba
abc ach bca cba
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Permutacao

void solucao(char *str, int 1, int r) {
if (1 == 1) {
printf("%s\n", str);
} else {
for (int i = 1; i <= r; i++) {
swap(str, i, 1);
solucao(str, 1 + 1, r);

swap(str, i, 1);
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Permutacao

void swap(char *str, int i, int j) {
char swap = strl[il;
str[i] = str[jl;
str[j]l = swap;
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Permutacao

int main(void) {
char str[30];
scanf ("%s", str);

solucao(str, 0, strlen(str) - 1);
return 0;
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Subset sum

Problema

Seja V = (vg,...,vn—1) uma sequéncia de inteiros de tamanho n e C
um inteiro. Verifique se é possivel tomar um subconjunto
SCl0,n—1]tal que Y s Vir]=C.
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Subset sum

@ Por exemplo, se V' = (30,40, 10,15,10,60,54) e C =55 o
conjunto S = 1, 3 satisfaz a solugdo, pois V[1] + V3] = 55.

@ A resposta é sim.

e SeV=(5,6,3,53,6) e C =7, ndo ha subconjunto que satisfaca
o problema.

@ A resposta é nao.
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Subset sum

@ A estratégia imediata é clara: gerar todos os subconjuntos S.
o Cada elemento 0 < ¢ < n pode estar ou n3o estar em S.
@ Testamos as duas possibilidades.

@ Total de subconjuntos: 2.
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Figura: Subconjuntos de {0, 1,2}
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Subset sum

int solucao(int *v, int i, int n, int X, int soma) {
if (soma > X) {

return 0O;
¥
if (i == n) {

return soma == X;
¥

return solucao(v, i + 1, n, X, soma) ||
solucao(v, i + 1, n, X, soma + v[i]);
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Subset sum

int main(void) {

int n, X;

scanf ("%d %d", &n, &X);

int *v = malloc(sizeof(int) * n);

for (int i = 0; i < n; i++) {
scanf ("%d", &v[il);

I

if (solucao(v, 0, n, X, 0)) {
printf("Sim\n");

} else {
printf ("Nao\n");

¥

free(v);

return O;
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