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Problem A. A Viagem de Papai Noel
O problema considerado corresponde ao Problema do Caixeiro Viajante (TSP).

Gerar todas as permutagdes de cidades possiveis e analisar o custo de cada ciclo, levaria ©(N!), o que nao
é vidvel para grafos de tamanho 20.

A solucéao classica de programacao dindmica top-down para o TSP pode ser modelada da seguinte forma.
Seja S um conjunto de vértices e w(i, j) o custo da aresta que sai de i para j (distancia euclidiana entre
as cidades i e j). Temos que M(i,S), com i € S nos fornece o custo minimo para sair da cidade 0, passar
por todos os pontos descritos por S\{i} e chegar ao né i. Isto pode ser descrito pela seguinte relagao de
recorréncia:

0, S={0}Ai=0
M(,8)=4 0, S=1{0,....N—1}
min{w(i, k) + M(i,SUk)|k ¢ SNk # i}
Claramente a solugao pode ser obtida em min{M (k, X) + w(k,0)|0 < k < N}, com X ={0,...,N — 1}

Como o nimero de cidades é menor ou igual a 20, S pode ser representado através de um vetor de bits,
cuja operagao de pertinéncia, inclus@o ou exclusdo de um elemento do conjunto levam tempo O(1).

Como |P(9)| = 2V, existem N2V subproblemas. Cada subproblema tem um fator linear envolvido na sua
resolugdo, portanto a solugdo baseada em programacio dinamica leva ©(N22V).

Problem B. Buracos de Minhoca

A fungdo ¢(n) retorna o nimero de inteiros positivos x tais que ged(z,n) = 1. Ela é uma fungao
multiplicativa e, para um primo p e um inteiro positivo k,

e(") =p"p—1)

Estas propriedades permitem computar ¢(n) para todos os valores de n € [1,4 x 10°] em O(nlogn) por
meio de um crivo de Erastétenes modificado. Estes valores permitem computar o nimero de fragdes p/q,
com p < g, tais que ged(p, ¢) = 1. Exceto pela fragao 1/1, todas as demais podem ser invertidas, gerando
uma nova fra¢do ¢/p que também estd em S;. Logo,

Para os demais setores Si, com k > 1, basta observar que se gcd(a,b) = k, entdo x/y € Si, com
a=xz/k,b=y/k. Assim, qualquer elemento p/q de S; tal que pk < N e gk < N serd um elemento de Sk.
Portanto,

Se=2x > ()] -1

=1

Se as somas parciais dos valores de ¢ forem pré-computados, esta solugao terd complexidade O(N log V).

Problem C. Cupins vs Tamanduas: A Revanche

Simular o processo, procurando linearmente pelo primeiro tamandud capaz de consumir o cupim, ou
inserindo um novo tamandud se necessdrio, tem complexidade O(N?) e leva ao TLE (nota: a versdo
original do problema permitia tal solugao).

A dificuldade reside justamente em identificar, de forma eficiente, o tamandud que deve consumir o cupim,
caso exista. Para isto, é necessario coordenar trés estruturas de dados:

1. ms[i]: capacidade de consumo do i-ésimo tamandus;
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2. ts[m,is]: um diciondrio que associa os indices is de todos os tamanduds que podem consumir
exatamente m gramas de cupins;

3. st[m]: uma arvore de segmentos que armazena, no indice m, o menor identificador de um tamandud
capaz de consumir exatamente m gramas de cupins.

A drvore de segmentos permite, com uma consulta do menor elemento no intervalo [m, M], identificar o
tamandud que consumird o cupim. Caso ele exista, as trés estruturas devem ser atualizadas devidamente;
caso nao exista, deve ser inserido um novo tamandud nas trés estruturas.

Esta solugao tem complexidade O(N log N).

Problem D. Durval e os Treinos Intensos

O problema pede para maximizarmos a quantidade de trechos em uma estrada de terra que Durval deverd
correr em alta intensidade. Cada trecho ¢ é determinado por um quilémetro inicial s; e um quilémetro
final f;. Durval deve correr em velocidade reduzida entre os trechos.

Podemos verificar uma restrigdo do problema: os trechos escolhidos (selecionados) devem ser disjuntos,
ou seja, dois trechos escolhidos para seu treino (s, f;j) e (sj4+1, fj+1) devem respeitar a condigao de que
f; < sj+1. Uma maneira simples de resolver o problema é por meio de uma abordagem gulosa. Podemos
identificar a seguinte sub-estrutura 6tima que funciona para o problema:

Seja um congunto T que mazximiza os trechos escolhidos para o treino de Durval e um trecho (sj, f;), em
que f; € minimo. Se (s;, f;) € T, entao T — {(s;, f;)} também é mdzimo, uma vez que todos os trechos
previamente considerados sdo disjuntos e maximizam T .

Portanto, podemos formular o seguinte algoritmo:

e Ordenar os trechos em ordem crescente do quilémetro final;
o fimUltimo < f1;
e resposta < 1;
e Parai <+ 2,...,N, faca:
1. inicioAtual < s;;
2. fimAtual + f;;
3. se inicioAtual > fimUltimo;
4 fimUltimo = fimAtual;
5

resposta < resposta + 1;

A varidvel resposta armazena a quantidade madxima de trechos que Durval poderd correr em alta
intensidade, tornando o seu treino mais dificil.

Problem E. Eds e a Prova Perfeita 2

A solugdo é simples, basta contar as ocorréncias de cada tépico nas questoes e identificar a frequéncia
maxima. O passo seguinte ¢ filtrar apenas os tépicos que nao atingem o minimo de 75% da frequéncia
maxima e apresentd-los na ordem definida no enunciado.

Devido & ordenagcao, esta solugao é O(N log(N)).

Problem F. Farejando Arrays Especiais

Vamos definir um subarray que nao possui pelo menos um elemento que aparece exatamente uma vez
como um contraexemplo.
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Um array que nao é especial contém pelo menos um contraexemplo. Assim, para determinar se o array
de entrada é ou nao especial, basta tentarmos encontrar qualquer contraexemplo.

Vamos supor que o elemento A; aparece apenas uma vez no array de entrada; nesse caso, qualquer subarray
que contenha a posi¢do ¢ nao serd um contraexemplo. Assim, supondo que achamos esse indice i, basta
analisarmos os subarrays A[l..i—1] e A[i+1..N| para tentarmos encontrar contraexemplos, porque nenhum
dos subarrays presentes nesses subarrays contém o indice ¢. Podemos aplicar este mesmo raciocinio para a
andlise dos subarrays A[l..i—1] e A[i+ 1..N] e assim por diante. Isto nos faz tender a usar uma estratégia
recursiva para encontrar um contraexemplo.

Vamos criar uma fungao booleana recursiva solve(L, R). Se solve(L, R) retornar true, entao existe um
contraexemplo Ali..j] de tal forma que L < i,j < R. Isto é, o contraexemplo A[i..j] é um subarray do
subarray A[L..R]. A resposta do problema seria basicamente a chamada solve(1, N).

O algoritmo em alto nivel para solve(L,R) funciona assim: encontramos qualquer indice i tal que
L < i < R e que o valor A; aparega apenas uma vez em A[L..R]. Se encontrarmos esse indice, entao
o retorno para a chamada solve(L, R) é solve(L,i — 1)||solve(i + 1, R). Caso contrério, o retorno é true,
porque o préprio subarray A[L..R] é um contraexemplo, dado que todos os elementos dentro dele aparecem
mais de uma vez.

O caso base para a recursao de solve(L, R) acontece quando L > R; nesse caso, retornamos false, porque
um subarray de tamanho 1 ou um subarray vazio nao sao contraexemplos.

Resta agora pensarmos como resolver cada um dos seguintes dois problemas de forma eficiente:

1. Dado um subarray A[L..R] e um indice k tal que L < k < R, como determinamos se Ay aparece
em A[L..R] apenas uma vez de forma eficiente?

2. Dada uma chamada de solve(L, R), como encontramos o dito indice i de forma eficiente?

Problema 1: basta precomputarmos dois arrays auxiliares prev[] e next]] em O(Nlog N), com duas
passadas (uma de trds pra frente e outra de frente pra trds) no array original.

e prevli] nos diz o indice j mais préximo possivel a esquerda de i tal que A; = A;. Isto é, queremos
um j tal que j < 4, que ¢ — j seja minimizado e que A; = A;. Em caso de tal indice nao existir,
fazemos com que prev|i] seja igual a 0.

e next[i] nos diz o indice j mais préximo possivel a direita de i tal que A; = A;. Isto é, queremos um
J tal que j > 4, que j — 4 seja minimizado e que A; = A;. Em caso de tal indice nao existir, fazemos
com que next[i] seja igual a N + 1.

Com esses valores precomputados, podemos criar a fun¢ao booleana unique(i, L, R) que vai nos dizer se
A; aparece apenas uma vez em A[L..R]. A func@o é simples, basta fazer com que ela retorne o resultado
da expressao booleana prev[i] < L && next[i] > R. E fécil ver que a complexidade da fungdo unique é

O(1).

Problema 2: intuitivamente, podemos tentar iterar por todos os indices 7 tal que L < i < R e, usando a
funcdo unique, assim que encontrarmos o primeiro indice tal que A; é unico, entdo chamamos as devidas
recursoes. O problema é que essa forma de buscar ¢ tem pior caso elevado: O(N "2). O pior caso acontece
quando ¢ = R (isto é, iteramos em todo o subarray A[L..R], o que tem custo linear), o que faz com o que
o subarray A[L..i — 1] seja ainda muito grande. Como esse processo pode acontecer N vezes (porque R
sempre diminui em 1), e o custo para cada processo é linear no tamanho do subarray atual, a complexidade
ficaria quadrética. Intuitivamente, poderiamos tentar iterar de trds pra frente em vez de de frente para
tras, mas o problema é o mesmo, porque poderiamos apenas reverter o array de entrada do pior caso para
criar um caso de teste pesado.

Acontece que a solucdo para achar i da melhor maneira possivel combina ambas as abordagens: iterar
por A[L..R] tanto de trds pra frente quando de frente para trés, de forma “paralela”. Isto é, em vez
de iterar pelos indices {L,L + 1,L + 2,..., R} ou pelos indices {R,R — 1,R — 2,..., L}, iteramos uma
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vez na frente, depois uma vez atrds, depois uma vez na frente e assim sucessivamente, com a ordem
{L,R,L+1,R—1,L+2,R—2...}. Acontece que o simples fato de iterar pelos indices de forma “paralela”
em vez de forma crescente ou decrescente faz com que a complexidade final do algoritmo seja O(NlogN)
em vez de O(N"2).

Para entender o porqué, temos que pensar quantas vezes a funcio unique vai ser chamada para um indice 7
qualquer em todas as chamadas de solve que ele estiver presente. A soma de todas as vezes que essa funcao
é chamada para todos os N indices do array de entrada determina a complexidade final do algoritmo,
pois essa é a operacao mais bdsica que acontece dentro de solve.

Quando encontramos um indice ¢ para uma chamada de solve(L, R), segmentamos o subarray A[L..R]
em dois: A[L..i — 1] e A[i + 1..R]. O menor desses subarrays tem tamanho praticamente igual & metade
da quantidade de indices que foram iterados para encontrarmos i. Por exemplo, se L = 3 e R = 10,
iterarfamos usando a seguinte ordem: {3,10,4,9,5,8,6,7}. Supondo que i = 8, entdo iteramos 3 vezes
“de cada lado”, totalizando 6 iteragoes: iteramos por {3,4,5} do lado esquerdo e por {10,9,8} do lado
direito. Os subarrays segmentados seriam A[3..7] e A[9..10], e acontece que o menor deles (A[9..10]) tem
tamanho =~ 3, porque o menor dos subarrays sempre vai conter sé os indices que foram iterados do seu
lado respectivo. Podemos classificar os indices {3,4,5} como indices que foram iterados pelo lado maior
e os indices {10,9,8} como indices que foram iterados pelo lado menor (porque o subarray A[9..10] é o
menor entre os dois). Outra importante observagao: o menor entre os dois subarrays sempre vai ter, no
méximo, metade do tamanho do subarray original A[L..R].

Levando o pardgrafo acima em conta, acontece que um indice qualquer do array vai ser iterado pelo lado
menor no maximo O(logN) vezes. Isso acontece porque sempre que ele é “iterado pelo lado menor”, o
subarray em que ele vai estar presente na préxima chamada de solve é pelo menos 2 vezes menor que
o subarray da chamada solve pai. Como s6 podemos dividir N pela metade O(logIN) vezes, esse é o
nimero de vezes que ele vai ser iterado pelo lado menor. Se a complexidade final do algoritmo fosse
dada pela quantidade de vezes que um indice do array é iterado pelo lado menor, entao poderfamos dizer
que a complexidade final do algoritmo é O(NlogN). Porém, ainda falta contabilizarmos a quantidade de
vezes que um indice do array é iterado pelo lado maior. Acontece que a ordem de grandeza que todos os
elementos sao iterados pelo lado maior é igual & ordem de grandeze que todos os elementos sao iterados
pelo lado menor. A explicagdo é simples: como estamos iterando “paralelamente” (isto ¢, uma vez no
lado menor e uma vez no lado maior), entdo toda iteracdo no lado maior tem uma iteragdo par no lado
menor. Como vimos que o nimero total de itera¢oes no lado menor é O(NlogN), entdo o nimero total
de iterages no lado maior também é O(NlogN), fazendo com que o algoritmo tenha complexidade final
O(NlogN).

Problem G. Gole Perfeito

Para resolver o problema, podemos considerar cada a; e d; como um ponto no plano cartesiano. Como o
copo final pode nao estar totalmente cheio, i.e., > ; p; < 1, é preciso acrescentar o ponto (0,0) também.

Se fizermos o convex hull dos pontos, qualquer ponto dentro do poligono formado pode ser alcancando
com alguma combinagao linear dos vetores que formam os vértices do poligono. Logo, apés montarmos o
convex hull, é necessdrio ver se o ponto (A, D) se encontra dentro do poligono final. Caso nao esteja, ja
podemos printar 'N’.

Caso esteja, o problema agora é achar os pesos de cada suco. Para isso, podemos ver que se o ponto (A4,
D) esta dentro do poligono, ele estara dentro de algum tridngulo! Para acharmos esse tridngulo, basta
analisar os tridngulos com os pontos de indice (indice da convex hull) 0,7 e i + 1, com i de 1 até n — 1.
Vamos chamar esses 3 pontos de (x1,y1), (22,y2) e (23,y3). Com isso, podemos montar as 3 equagoes:

pl+p2+p3=1
plxxl+p2x22+p3xax3=A
plxyl +p2*xy2+p3xyd =D

Para resolver este sistema, podemos utilizar eliminagao gaussiana.
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E necessdrio cuidar separadamente do caso onde conseguimos alcangar o copo final com somente um copo
de suco.

Problem H. Helena e os Cheques
Testar cada um dos 2%V subconjuntos tem complexidade O(N2") leva a um veredito TLE.

O problema pode ser resolvido por meio de um algoritmo de programacgao dindmica, que consiste em
uma variante da mochila bindria. Seja dp(x,7) o nimero de maneiras de se obter z reais utilizando os 4
primeiros cheques. O caso-base acontece quando i = 0: dp(0,0) = 1 e dp(z,0) = 0, se x > 0. Sao duas
transicoes possiveis:

dp(w,i) = dp(x,i - 1)7

se x; > x, ou
dp(z,i) =dp(z,i — 1) +dp(x — x4, — 1),
caso contrario. Uma implementagao bottom-up pode reduzir a memoéria utilizada para O(B).

Esta solugao tem complexidade O(N B).

Problem I. IMC aproximado

A solugao do problema consiste na extracao do valor apés a virgula, o qual serd a massa m no cédlculo do
IMC, sendo todo o valor da entrada igual a altura h. E possivel verificar, por busca completa, que para
as restrigoes da entrada a resposta “Sim” ocorre apenas se h € [1.37,1.88].

Problem J. Jankenpon

A pontuagao obtida pelo i-ésimo jogador pode ser computada em O(N). Assim, uma solugao que computa
as pontuacdes para cada um dos jogadores tem complexidade O(N?), e como N < 2x 10, ela terd veredito
TLE.

Observe que a pontuagao obtida por todos os jogadores que fizeram a mesma opg¢ao serd a mesma. Assim,
basta computar trés pontuagoes p(R), p(P), p(S), uma para cada opgao. Seja M = max{ p(R), p(P), p(S) }
e h(c) o numero de jogadores que optaram por c. A solugdo s entao serd a dada por

s = Z h(c)

ce{R,P,S}
p(c)=M

Contudo, ¢ preciso tomar cuidado no célculo de M: a pontuacao p(c) sé deve ser considerada se h(c) > 0.
Esta solugao tem complexidade O(N).

Problem K. Kaboom

Qualquer arvore geradora do grafo terd N —1 arestas. Assim, os jogadores tentarao remover as M —(N —1)
arestas restantes. O vencedor pode ser determinado por meio de um algoritmo de programagao dindmica.

Seja dp(i) = 1 se Ana consegue vencer a partida tendo i fios que ainda podem ser cortados, e dp(0) = 0,
caso contréario. O caso base acontece com i = 0, onde dp(0) = 0. Como ambos jogarao de forma étima, a
transicao serd dada por

dp(i) = max{min{dp(i — 2a),dp(i —a — b)}, min{dp(i — b — a),dp(i — 2b)}},

isto é, Ana escolherd o melhor cendrio entre escolher a ou b, sabendo que Beto também analisard suas
opcoes e escolherd aquela que levara Ana & derrota.

Esta solugao tem complexidade O(N).
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Uma solugao alternativa é definir um estado f(i) = True, caso o préximo jogador consegue vencer a
partida tendo 4 fios que ainda podem ser cortados, False caso contrario. Ambos os jogadores, se possivel,
jogarao para um estado onde o oponente (que se torna o préximo a jogar) perde, assim

J(0) =17 (i — a) or 1f(i — b)

Problem L. Lacos Infinitos
Salve prof. Lamar!

Este é um problema de simulagao, a estratégia ¢ literalmente interpretar o que se pede cada linha mantendo
o contador de programa atualizado de acordo com o fluxo do programa. Deve-se atentar para o fato de
que um programa que leva exatamente 10° instrucdes para encontrar a instrucdo EXIT ndo deve fazer
com que o interpretador imprima a mensagem “laco infinito!”. Outro ponto que requer atencao é na
execucao da operacao MOD, que deve retornar o resto de acordo com o sistema candnico de restos, isto é,
a operacao a mod b deve gerar um inteiro no intervalo [0, |b] — 1].

Problem M. Média Moadvel

A solugao é simples, calcular a média para cada n elementos. A forma mais eficiente é considerar uma
janela de n elementos na sequéncia, que desliza ao longo dos m elementos de modo que a variacao é
calculada por simplesmente retirar o valor do tltimo elemento e acrescentar o valor do préximo. Assim,
apenas 2 a cada n elementos sao computados.

Essa solugao é O(n).

Problem N. Natal e arvores

O par (a,b) é um estado possivel se, e somente se, todos os vértices no menor caminho entre a e b sao
menores que a e b. Prova é deixada ao leitor.

Podemos facilmente contar os pares (z,x) separadamente. Vamos contar os estados possiveis (a,b) onde
a < b e no final multiplicamos por dois para obter os estados (a,b) com a # b.

Vamos fixar o a e contar quantos pares (a,z) com o a < x existem. Isto é, queremos contar caminhos que
comegam em a, terminam em x > a e todos os outros vértices no caminho sejam menores que a.

Vamos processar os vértices na ordem 1, 2, ..., n— 1, n. Para 1, a resposta serd o grau do vértice. Para 2
temos dois casos. Caso tenha nao tenha aresta para 1, a resposta serd o grau de 2. Caso tenha uma aresta
(1,2), a resposta para 2 serd a quantidade de arestas saindo de {1,2} para o resto da arvore.

Depois de processar o vértice 7 ele vai poder ser usado por outros vértices para alcancar vértices com
identificadores maiores. Podemos agrupar, entao, os vértices jd processados conectados e a resposta para
o vértice ¢ é o grau de seu grupo. Para agrupar vértices podemos usar a estrutura DSU.

Complexidade final O(n - a(n)).

Problem O. Observacao Estelar

Este é um problema de casamento de padroes bidimensional. Uma abordagem forga-bruta levaria tempo
O(NMKL), o que ¢ invidvel para o tamanho das entradas.

O truque aqui envolvido é transformar o padrao P, que possui 2 dimensoes, em um padrao P’
unidimensional. Como o padrao tem tamanho no méximo 60 x 60 e o alfabeto considerado é bindrio,
qualquer coluna do padrao pode ser representada por um inteiro de 64-bits através da técnica de
fingerprinting de Rabin-Karp. No caso, a funcao de fingerprint é perfeita, ndao ha colisoes. O tempo
de pré-processamento do padrao P’ é ©(KL).

O texto também tem que ser pré-processado de acordo com este método. Ou seja, para cada coluna
Tli..i+ K — 1][j], criaremos uma entrada no texto 7"[¢|[j] com a codificagdo da coluna em bindrio. E facil
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ver que podemos obter T'[i + 1][j] a partir de T"[i][j] e de T[i + 1..i + K][j] com simples operagoes bit a
bit em tempo constante. Desta forma, o tempo de pré-processamento do texto é O(NM).

Agora, basta procurar o padrao no o texto usando o algoritmo KMP, que requer tempo de processamento
proporcional ao tamanho de P’ e tempo de busca proporcional ao tempo de T”. Juntando tudo, temos
que a complexidade desta solugao ¢ de O(KL + NM + K + NM) = O(NM).

Problem P. Pamonhas

O problema estabele que existem D, S e F' pamonhas de doce, sal e fit e que devemos produzir kits de
mesmo tamanho e que devem existir uma quantidade maxima de pamonhas de um tnico tipo em cada
tipo.

Tal proposigao esta relacionada ao conceito de maximo divisor comum. Por isso, a solugao consiste em
calcular o méximo divisor comum entre D, S e F'. Por isso, a complexidade computacional dessa solucao
é O(logmax(D, S, F)).
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