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Introdugdo LB para LLCs

Linguagens Livres de Contexto

@ Introduzimos dois novos formalismos capazes de reconhecer
linguagens n3o-regulares, mas livres-de-contexto (LLC): as CFG e
os PDA.

@ Nesta aula falaremos sobre algumas propriedades de LLC.

o Contudo, veremos que nem todas as linguagens sao
livres-de-contexto.

o Existem linguagens que ndo podem ser reconhecidas ou geradas
por pelos PDA e CFG.

e Utilizaremos o Lema do Bombeamento para LLCs para mostrar
isso.
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LB para LLCs

Introdugao

LB para LLC

Lema (Lema do bombeamento para LLC)

Seja L uma LLC. Logo, existe um inteiro p, tal que, para w € L, com
|w| < p, w pode ser dividida em cinco partes, w = uvzyz,
satisfazendo as seguintes condig¢des:

Q uvi:vyiz elL, >0

Q |vy| >0

Q |vzy| <p
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Introdugdo LB para LLCs

LB para LLC

Lema (Lema do bombeamento para LLC)

Seja L uma LLC. Logo, existe um inteiro p, tal que, para w € L, com
|lw| < p, w pode ser dividida em cinco partes, w = uvxyz,
satisfazendo as seguintes condicdes:

Q@ wizy'ze L, i>0

Q |vy| >0

Q [vay| <p

A condi¢do 1 nos diz que, a palavra bombeada deve estar em L
também
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Introdugdo LB para LLCs

LB para LLC

Lema (Lema do bombeamento para LLC)

Seja L uma LLC. Logo, existe um inteiro p, tal que, para w € L, com
|lw| < p, w pode ser dividida em cinco partes, w = wvxyz,
satisfazendo as seguintes condic¢des:

Q@ wizylze L, i>0

Q |vy| >0

Q [vay| <p

A condicdo 2 nos diz que, pelo menos uma das palavras bombedveis
nao pode ser vazia.
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Introdugdo LB para LLCs

LB para LLC

Lema (Lema do bombeamento para LLC)

Seja L uma LLC. Logo, existe um inteiro p, tal que, para w € L, com
|lw| < p, w pode ser dividida em cinco partes, w = wvxyz,
satisfazendo as seguintes condic¢des:

Q@ wizylze L, i>0

Q |vy| >0

Q [vay| <p

A condicdo 3 nos diz que a parte central de w, formada por vzy deve
ter comprimento menor ou igual a p.
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Introdugdo LB para LLCs

LB para LLC

@ Assim com o no Lema do Bombeamento para linguagens regulares,
podemos usar o Lema do Bombeamento para LLC para mostrar
que linguagens nao sdo livres-de-contexto.

@ Se L é LLC = o Lema do Bombeamento para LLC vale.

@ Se o Lema do Bombeamento para LLC n3o vale = L ndo é LLC.
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Introdugdo LB para LLCs

LB para LLC

Uso do LB para LLC

Para provar que L n3o é livre-de-contexto usando o Lema do
Bombeamento para LLC, fazemos o seguinte

© Assuma, por absurdo, que L é LLC.

@ Use o Lema do Bombeamento para LLC para garantir que existe o
inteiro p, tal que, para todo s € L, com |s| > p, faz com que s
possa ser bombeada.

@ Encontre uma cadeia w € L, com |w| > p que ndo possa ser
bombeada, mostrando que, para qualquer divisao de w = uvzyz,
existe algum valor de i que uv'zy’z ¢ L, com |vy| > 0 e |vzy| < p.

© Como chegou-se em uma contradi¢do, a afirmagdo (1) tem que ser
falsa, isto é, L n3o pode ser LLC.
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LB para LLCs

Introdugao

Exemplos do LB para LLC

Teorema
L ={a™b"c"} ndo é LLC.

Demonstracao

Suponha L livre-de-contexto.

Seja p dado pelo Lema do Bombeamento para LLC. Seja w = aPbPcP.
Claramente w € L e |w| > p, logo, o lema deve ser aplicavel, isto é,
w pode ser dividida em w = uwvzyz com:

Q wizy'ze L, i>0

Q |vy| >0

Q [vzy| <p
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Introdugdo LB para LLCs

Exemplos do LB para LLC

Teorema
L ={a™b"c"} ndo é LLC.
Demonstracao

Pela condi¢do (3), que diz que |vzy| < p, sabemos que vxy nio pode
possuir, simultaneamente, a's, b's e ¢'s.

A condic3o (2) nos diz que |vy| < 0, logo a palavra uv?zy?z ira
acrescentar novos simbolos a a?bPcP, mas como vry ndo pode ter os

trés tipos de simbolos, a cadeia bombeada n3o terd o mesmo nimero
de a's, b's e c's, isto &, uvxy’z ¢ L.

Logo, L n3o pode ser livre-de-contexto. [
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Introdugdo LB para LLCs

Exemplos do LB para LLC

Teorema
L= {aibjck |i<j< k} ndo é LLC.
Demonstracao

Suponha que L seja uma LLC e tome p dado pelo Lema do
bombeamento. Se escolhermos w = aPbPcP, temos que w € L,
|w| > p e que, portanto, w pode ser dividida em w = wvxyz com:
Q@ wizy'ze L, i>0

Q |vy| >0

Q [vzy| <p
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Introdugio LB para LLCs

Exemplos do LB para LLC

Teorema
L= {aibjck |i<j< k} ndo é LLC.
Demonstracao

Caso 1. Se v e y possuem mais que um tipo de simbolo cada,
wv?xy?z causard uma intercalacio de simbolos. Portanto
w’ry?®z ¢ L.
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Introdugdo LB para LLCs

Exemplos do LB para LLC

Teorema
L={ac*|i<j<k}ndoélLLC.
Demonstracao

Caso 2. Quando tanto v quanto y contém,no mdaximo, apenas um
tipo de simbolo do alfabeto, temos que pelo menos um dos tipos de
simbolos (a, b ou ¢) ndo ocorrerda em v ou y, visto que |vzy| < p.
Esse caso gera trés subcasos.
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Introdugio LB para LLCs

Exemplos do LB para LLC

Teorema
L= {aibjck |i<j< k} ndo é LLC.
Demonstracao

Caso 2.1. Quando a's ndo aparecem em v ou y, uv’zy’z terd o
mesmo numero de a's de w, mas menos b's ou ¢'s, fazendo com que
u'zy®z ¢ L.
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Introdugdo LB para LLCs

Exemplos do LB para LLC

Teorema
L= {aibjck |1 <j< k} ndo é LLC.
Demonstracao

Caso 2.2. Quando b's nd3o aparecem em v ou y, entdo, pelo menos
um @ ou um ¢ ocorrerd em v ou y, ja que ambos n3ao podem ser
vazios simultaneamente.

Se a's aparecem em v ou ¥y, entdo uv?xry?z serd uma palavra com
mais a's do que b's, e, portanto, estd fora de L.

Se ¢'s aparecem em v ou y, entdo uv’zy’z terd menos ¢'s do que b's,
e, portanto, esta fora de L.
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Introdugio LB para LLCs

Exemplos do LB para LLC

Teorema
L= {aibjc’C |i<j< k} nio é LLC.
Demonstracao

Caso 2.3. Quando ¢'s ndo aparecem em y ou v, entdo pelo menos um
a ou um b ocorrerd em v ou y, fazendo com que uv?zy?z n3o esteja
em L.
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Introdugio LB para LLCs

Exemplos do LB para LLC

Teorema
L= {aibjck |i<j< k} nio é LLC.
Demonstracao

Logo, a linguagem L n3o pode ser uma LLC. [
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Introdugdo LB para LLCs

Exemplos do LB para LLC

Teorema
L ={ww]|we{0,1}"} ndo é LLC.
Demonstracao

Suponha L livre-de-contexto e seja p o comprimento dando pelo
Lema do Bombeamento para LLC.Tome w = 0P1P0P1P. Temos que
w € L e |w| > p. Logo, w pode ser divida em w = wvzyz com:

Q@ wizy'ze L, i>0

Q |vy| >0

Q |vzy| <p
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Introdugdo LB para LLCs

Exemplos do LB para LLC

Teorema
L ={ww]|we{0,1}"} ndo é LLC.
Demonstracao

Se vxy ocorrer exclusivamente na primeira metade ou na segunda
metade de w. Se vxy ocorre exclusivamente na primeira metade,
wv?xy?z faria com que um simbolo 1 fizesse parte do inicio da
segunda metade da nova palavra.

Analogamente, se vxy ocorre exclusivamente na segunda metade,
uv?zy?z faria com que um simbolo 0 fizesse parte do final da
primeira metade da nova palavra.
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Introdugio LB para LLCs

Exemplos do LB para LLC

Teorema
L ={ww]|we{0,1}"} ndo é LLC.
Demonstracao

Logo vxy deve conter o ponto médio da palavra 0P1P0P1P. Mas,
nesse caso uv’zy®z serad da forma 0P1°0717, que claramente n3o esta
em L.
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LB para LLCs

Exemplos do LB para LLC

Teorema
L ={ww]|we{0,1}"} ndo é LLC.

Demonstracao

Logo, L n3o pode ser uma LLC. [,
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Introdugio LB para LLCs Propriedades

Propriedades de LLC

Vimos que a clase das linguagens regulares é fechada sobres as
operagdes de

@ Unido;

o Intersecdo;

o Complemento.

o Fecho de Kleene, €;

o Concatenacio.

Serd que as LLC também possuem todas essas propriedades?
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Introdugio LB para LLCs Propriedades

Propriedades de LLC

Teorema

As LLC sdo fechadas por unido. Isto é, se L1 e Lo sdo LLC, entdo
Ls = L1 U Ly também é LLC.

Demonstracao

Sejam G| = (V1,31, Ry, 51) e G2 = (V2, X2, Ra, S2) as CFG que
geram, respetivamente, Ly e Lo. Conseguimos construir
Gs = (V3,33, R3,S3) que gera L3 = Ly U Ly da seguinte forma:
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Introdugdo LB para LLCs

Propriedades

Propriedades de LLC

Teorema

As LLC s3o fechadas por unido. Isto é, se L1 e Lo sdo LLC, entdo
Ls = L1 U Ly também é LLC.

Demonstracao

@ Se V1 N Vs # () renomeie as varidveis de V5 para que n3o ocorram
em V7.

@ Tome X3 = X1 U Xo.
o Tome V3 =V; UVLoU{S3}, com S5 ¢ V; U Va.
oFacaR3:R1UR2U{Sg—>Sl|Sg} ]
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Introdugio LB para LLCs Propriedades

Propriedades de LLC

Teorema

As LLC nao sdo fechadas por interse¢do. Isto é, se L1 e Lo sao LLC,
entdo L3 = L1 N Ly n3o necessariamente é LLC.

Demonstracao

As linguagens L = {a"0"c¢™ | n,m >0} e
Ly = {a™b"c™ | n,m > 0} sdo LLC. Contudo
L3 =LyN Ly ={a"b"c" | n >0} ndo é uma LLC. [J
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Introdugio LB para LLCs Propriedades

Propriedades de LLC

Teorema
As LLC nao s3o fechadas por complemento. Isto é, se L é uma LLC,
n3o necessariamente L é uma LLC.

Demonstracao

Se as LLC fossem fechadas por complemento, teriamos que

LiN Ly =AU B, mas sabemos que as LLC n3o sdo fechadas por
intersecdo. [
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Introdugdo LB para LLCs

Propriedades

Propriedades de LLC

Teorema

As LLC s3o fechadas por fecho Kleene. Isto é, se L é uma LLC, entdo
L* também é uma LLC.

Demonstracao

Seja G = (V,%, R, S) a CFG que gera L. Podemos construir uma
CFG G’ = (V', ¥/, R, S") que gera L* da seguinte forma:

o V'=VUS comS ¢V.
°o Y =1,
o R =RU{S = 8S|¢). O

Linguagens Livres-de-contexto



Introdugio LB para LLCs Propriedades

Propriedades de LLC

Teorema

As LLC s3o fechadas por concatenacdo. Isto é, se Iy e Ly sdo LLC,
entdo L3 = L1Lo também é uma LLC.

Demonstracao

Sejam G| = (V1,31, Ry, 51) e G2 = (V2, X2, Ra, S2) as CFG que
geram, respetivamente, Ly e Lo. Conseguimos construir
Gs = (V3,33, R3,S3) que gera L3 = Ly Lo da seguinte forma:
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Introdugdo LB para LLCs

Propriedades

Propriedades de LLC

Teorema

As LLC s3o fechadas por concatenac3do. Isto é, se Ly e Ly sdo LLC,
entdo L3 = L1Lo também é uma LLC.

Demonstracao

@ Se V1 N Vs # () renomeie as varidveis de V5 para que n3o ocorram
em V7.

@ Tome X3 = X1 U Xo.
o Tome V3 =V; UVLoU{S3}, com S5 ¢ V; U Va.
o Faca R3= R URy U {53 — 5152} ]
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