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Exercicio 1
(Exponenciagao Rapida) Dados © € R e um n € NU{0} , compute z". O seu algoritmo
devera levar tempo o(n).

e Entrada: z € Ren € NU{0}.

e Saida z™.

Exercicio 2
Dada uma matriz quadrada M, «,, elabore um algoritmo para obter (Mnxn)k, com k €
N U {0}. Seu algoritmo devera levar tempo O(n? - 1gk).

Exercicio 3
Elabore um algoritmo que obtenha o n-ésimo nimero de Fibonacci em tempo O(lgn).

Exercicio 4
O Fluminense finalmente teve que pagar a série B decorrente da sua nao disputa em dois
campeonatos dessa mesma série. Dada uma tabela contendo o placar de cada jogo do
Fluminense, compute o maior intervalo em que o time possuiu o maior saldo de gols. O
seu algoritmo deve levar tempo ©O(n).

e Entrada: um vetor com valores ((po, co), (p1,¢1)s- -, (Pis i), -y (Pn_1,Cn-1)), €M que
(pi, ¢;) € um par que indica que o Fluminense fez p; gols e sofreu ¢; gols na i-ésima
partida.

e Saida: Indices [I,7] C [0, — 1] representando o maior intervalo em que o Fluminense
possuiu o maior saldo de gols.

Exercicio 5
(Distancia entre dois pontos) Projete um algoritmo por indugdo que dado n pontos,
diga qual é o par de pontos que possui a menor distancia em tempo o(n?). E possivel obter
um algoritmo com cota O(nlgn) ?

e Entrada: Um conjunto de pontos P = {(zo, o), - - -, (Tn_1,Yn_1)} sobre R



e Saida: os pontos (Z,Ya) € (zs,ys) de P com menor distancia.

Exercicio 6
(Skyline) Dé o pseudocddigo do algoritmo do Skyline discutido em sala de aula. O seu
algoritmo deve ter custo O(nlgn).

e Entrada: um vetor de prédios retangulares ((lo, ho,70), - -, (ln—1, hn_1,7n—_1)) em que
(I3, hi, ;) indica o i-ésimo prédio que comega em [; tem altura h; e termina em r;. O
vetor esta ordenado pelos valores [.

e Saida: O Skyline dos prédios.

Exercicio 7
(Dominancia de Pontos) Um ponto (z,,y,) domina outro ponto (zs,ys) se, ¢ somente
se, T, < Tp AN Yq < Y. Projete um algoritmo o(n?) que conta o nimero de relagoes de
dominéancia.

e Entrada: Um conjunto de pontos P = {(zo, o), -, (Tn_1,Yn_1)} sobre R%

e Saida: o nimero de relagoes de dominancia em P.

Exercicio 8
Dados dois vetores ordenados X e Y com tamanhos n e m respectivamente, determine o
k-ésimo menor elemento da uniao de X e Y em tempo O(lgn + lgm).

e Entrada: X = (zg,...,2n-1) €Y = (Y0,.-.,Yn_1) vetores ordenados e um parametro
k.

e Saida: O k-ésimo menor elemento da uniao de X e Y.

Solution:
A ideia deste exercicio é realizar uma busca binaria nos dois vetores.

Suponha que os vetores X e Y estejam sendo analisados nos intervalos [l,, ;] € [ly, 7]
respectivamente. Obviamente os primeiros intervalos a serem analisados em X e Y sao

[0,n —1] e [0,m — 1].

Vamos projetar a solugao via indugao. O caso base corresponde a situagao em que o
intervalo de um dos vetores é o intervalo vazio, assim o k-ésimo menor elemento podera
ser consultado no vetor restante.

O passo de indugao pode ser desenvolvido utilizando a ideia da busca binaria. Sejam
mid, = [(lo + 72)/2] e mid, = |(l, + r,)/2] e sejam n, := mid, — I, + 1 e n, =
mid, — I, + 1. Ou seja, mid, e mid, indicam o indice do meio do intervalo analisado em
X eY en, en, indicam o nimero de elementos desde o inicio do intervalo até o meio.
Temos quatro situagoes:

® n, +n, > k: o nimero de elementos das duas metades inferiores é superior a
k. Conclusao: o k-ésimo menor elemento tem que estar em algum lugar das duas
metades inferiores.



— Se X[mid,] > Y[mid,], podemos descartar a metade superior de X e procurar
0 k-ésimo menor em sua metade inferior e em Y .

— Senao, podemos descartar a metade superior de Y e procurar o k-ésimo menor
em sua metade inferior e em X.

e n,+n, < k: o ntmero de elementos das duas metades inferiores ¢ menor ou igual a
k. Conclusao: o k-ésimo menor elemento nao estd em uma das metades inferiores.
Devemos descartar uma delas e atualizar o valor de k para k := k — ng, em que ny
corresponde ao nimero de elementos descartados.

— Se X[mid,] > Y[mid,], podemos descartar a metade inferior de Y e procurar
em sua metade superior e em X.

— Senao, descartamos a metade inferior de X e procuramos em sua metade su-
perior e em Y.

Isso da margem ao seguinte algoritmo:

Algorithm 1: KTH-SMALLEST(X, Y, [, 7, L, 7y, k)

if [, > r, then

| return Y[l, +k — 1]
if {, > r, then

L return X[, + k — 1]
mid, = (I +72)/2;
midy = (ly +1y)/2;
n, = mid, — I, + 1;
Ty = Tty = iy 9- 1l
if n, +n, > k then

N =

~w
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1w | if X[mid,| > Y[mid,] then

11 | return KTH-SMALLEST(X,Y, l,, mid, — 1,1y, 1y, k)

12 else

13 | return KTH-SMALLEST(X,Y, Iy, 74, 1y, mid, — 1, k)

14 else

15 if X[mid,] > Y[mid,] then

16 | return KTH-SMALLEST(X,Y, ly, 7, midy + 1,7y, k — n,)
17 else

18 L return KTH-SMALLEST(X, Y, mid, + 1,74, 1,7y, k — ny)

A func@o KTH-SMALLEST (X, Y, l,, 74, ,, 7y, k) ndo pode ser chamada mais do que O(lgn+
lgm) vezes, pois a cada iteracao, a metade de um dos dois vetores é descartada.

Exercicio 9
(Selegao em tempo linear*)



Dado um vetor V' de tamanho n e um parametro k, determine qual o k-ésimo menor valor
de V em tempo ©O(n).

e Entrada: V = (vg,v1,...,0,_1) € um parametro inteiro k.
e Saida: o k-ésimo menor elemento de V.
Exercicio 10
(Torre de Hanoi) Torre de Hanoi é um quebra-cabega com 3 estacas. A primeira estaca
é chamada de estaca origem e a terceira, estaca destino. Sao empilhados n discos, do maior

para o menor, na primeira estaca, de modo que o menor esteja no topo. A segunda e a
terceira estaca estao vazias. Cada disco recebe um ntimero de 1 a n do menor para o maior.

A Figura 1 ilustra a configuracao inicial do jogo quando n = 4.

Figura 1: Configuracao inicial.

O objetivo do quebra-cabecga é passar todos os discos da primeira para a terceira estaca,
obedecendo as seguintes regras:

e Vocé pode movimentar apenas um disco por jogada.
e Uma jogada consiste em mover um disco no topo de uma estaca para outra estaca.

e Nenhum disco pode ser colocado em cima de outro disco menor.

A Figura 2 ilustra uma solugao para o quebra-cabeca.
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Figura 2: Solugao para o quebra-cabeca.

Projete um algoritmo que resolva o problema da torre de Hanoi indicando os movimentos
que estao sendo feitos.

e Entrada: um inteiro n, indicando a quantidade de discos.

e Saida: Movimentos feitos para completar o quebra-cabeca.



Exercicio 11
(Sequéncia de Palavras Fibonacci*)

Tome a sequéncia de palavras Fibonacci, definida da seguinte forma:

a, 1=10
F={0b i=1
E—I'E—QJ n>1

Isto é, as duas primeiras palavras desta sequéncia sao a e b e as demais podem ser cons-
truidas concatenando as duas anteriores. Baseando-se nisso, as sete primeiras palavras de
Fibonacci sao: a, b, ba, bab, babba, babbabab e babbababbabba.

Tome F,, como a palavra infinita gerada utilizando estas regras, isto é: F, = babbababbabba . . .

Elabore um algoritmo que leve tempo o(n) para dizer qual o n-ésimo caractere de Fi;



