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Introdugdo Programag3o Dinidmica

Introducao

Divisdo e Conquista

@ Combina solucdes de subproblemas para construir uma solugdo
maior.

@ Se subproblemas se sobrepdem, fazemos mais trabalho que o
necessario.

» Um problema se sobrepde a outro quando compartilham subproblemas.

Programagdo Dindmica



Introdugdo macdo Dindmica

Introducao

Programacao Dindmica

@ Na programacao dindmica, ndo ha necessidade em resolver
subproblemas que ja foram resolvidos anteriormente.

@ Resolvemos cada subproblema uma (nica vez e guardamos sua
solucdo.

o Geralmente aplicamos esse paradigma em problemas de
otimizacao.
> Maior/menor resposta.

@ Contudo, nada impede de utilizar as respostas de cada
subproblema para resolver o problema de busca associado.
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Introdugdo Programag3o Dinidmica

Introducao

Framework de Programacgao Dinamica

© Caracterize a estrutura de uma solugdo étima.
@ Recursivamente, defina o valor de uma solucdo étima.
© Compute o valor da solucdo étima.

@ Construa a solugdo 6tima de informacdo ja computadas.
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Introdugdo Programagao Dindmica

Programacao Dindmica

Corte de Barras de Aco

e Entrada: comprimento de uma barra de ago (em cm) e uma tabela
P contendo os precos do pedago por seu tamanho.

@ Saida: o maior lucro.
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Introdugio Programagdo Dindmica

Corte de Barras de Aco

Exemplo
comprimentod [0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
preco P [0 1 5 8 9 10 17 17 20 24 30

@ Qual a melhor solugdo para uma barra de tamanho 47
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@ Quantos jeitos de cortar a barra nés temos?
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@ Quantos jeitos de cortar a barra nés temos?

e 2n 1
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Introdugio Programagdo Dindmica

Corte de Barras de Aco

@ Quantos jeitos de cortar a barra nés temos?
° 2n—1

o Necessariamente temos um algoritmo (2")?
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OO OO0 (OO0 OO0
(a) (b) (c) (d)
OO0 OO0 oD OO0
(e) (f) (2) (h)

Figura: Maneiras de se cortar uma barra de tamanho 4.
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Introdugio Programagdo Dindmica

Corte de Barras de Aco

@ Suponha um corte 6timo:
n=iy+is+...+ig
@ A renda mixima obtida é:
Tn = Di; +Diy + ... +Diy,
@ De maneira geral, temos:

Tn = Max(Pp, 71 + ne1,72 + Tn—2,...Tn—1 +11)
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Introdugdo Programagdo Dindmica Problemas

Cortes de Barro de Aco

r1 = 1 (sem corte).

ro =5 (sem corte).

rg = 8 (sem corte).

r4 = 10 (solugdo ro + r2).
r5 = 13 (solugdo ro + r3).
r¢ = 17 (sem corte).

(
(
r7 = 18 (solugdo 71 + 76 ou 12 + 72 + 13).
rg = 22 (solugdo 73 + 7¢).

(

rg = 25 (solugdo r3 + rg).

r10 = 30 (sem corte).
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Introdugio Programagdo Dindmica

Corte de Barras de Aco

Esse problema de subestrutura timal.

Solugdes étimas de subproblemas incorporam solugdes étimas de
problemas maiores.

Outra forma de enxergar a solugdo: um corte 6timo vai se basear
em um pedago de barra de tamanho ¢ e na solugdo do corte de um
pedaco de barra de tamanho n — 1.

Podemos resolvé-lo recursivamente com base na seguinte equac3o:

"n = max (pi + Tn—i)

Estamos assumindo ry = 0.
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Introdugio Programagdo Dindmica

Algoritmo Recursivo

Algorithm 1: cuT-rROD(p, k)
Input: P[0, n], k
Output: 7,
if(k==0)
L return 0
else
q 4 —o0
for(i< 1;i <mnji++)
I_ q < max(q, p[i] + CuT-ROD(p,n — 7))

N =

o G &~ W

~

return ¢
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Introdugio Programagdo Dindmica

Analise

@ O custo de pior caso do algoritmo é dado pela seguinte relacdo de
recorréncia:

O(), n<l1

n—1
T =3 S rg)+e@), n>1
j=1

@ Mostre que T'(n) = Q(2").
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Analise

Figura: Arvore de recursdo.
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@ Qual o problema da solu¢io?
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@ Qual o problema da solu¢io?

@ Resolve os mesmos problemas varias vezes. ..
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Introdugdo Programagao Dindmica

Programacao Dindmica

@ Qual o problema da solu¢io?
@ Resolve os mesmos problemas varias vezes. ..

@ A programacao dindmica se encarrega disso ao salvar as solu¢des
dos subproblemas, dessa forma n3o é necesséario recomputa-los.
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Introdugdo Programagao Dindmica

Programacao Dindmica

Qual o problema da solucio?

Resolve os mesmos problemas vdérias vezes. ..

A programacdo dindmica se encarrega disso ao salvar as solu¢cdes
dos subproblemas, dessa forma n3o é necesséario recomputa-los.

@ Trocamos tempo por espaco!
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Introdugio Programagdo Dindmica

Programacao Dindmica

Top-Down vs Bottom-Up

@ Temos duas abordagens, Top-Down ou Bottom-Up.

@ Top-Down: usa a técnica memoization. Se baseia na recursdo
salvando o progresso para cada subproblema resolvido. Solug¢des ja
computadas s3o aproveitadas sem esforco adicional.

@ Bottom-Up: resolvemos os problemas menores primeiro para
depois resolver os problemas maiores com base nas solucdes dos
problemas menores.
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Introdugdo Programagdo Dinamica Problemas

Algoritmo Recursivo com Memoization

Algorithm 2: INITIALIZATION(P, R, n)

Input: P[0,n],n

Output: R[0,n] = (rg,r1,...,my), inicializado
1 R[0] « 0
2 for( i« 1;i<mji++)
3 |_ R[i] + —0
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Introdugdo Programagdo Dinamica Problemas

Algoritmo Recursivo com Memoization

Algorithm 3: MEMOIZED-CUT-ROD(P, R, k)
Input: P[0, n], R[0,n], k

Output: 7

if( R[k] > 0)

2 | return R[K]

3 else
4 Lfor(i<—1i<ki++)

-

| R[k] < max(R[k], P[i] + MEMOIZED-CUT-ROD(P, R, k — 7))

6 return R[]

@ Chamada de interesse: MEMOIZED-CUT-ROD(P, R, k), em que k é o
tamanho da barra inteira.
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Introdugdo Programagao Dindmica

Algoritmo Bottom-Up

@ Podemos implementar a solugdo de uma outra maneira.

@ Computando as solu¢bes de problemas menores para ent3o
computar as solucdes dos problemas maiores.

@ Abordagem Bottom-Up.

@ Implementac3o iterativa.
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Introdugdo Programagdo Dinamica Problemas

Algoritmo Bottom-Up

Algorithm 4: BOTTOM-UP-CUT-ROD(P, R)
Input: P[0, n], R[0,n],n
Output: r,
R[0] <0
for(j < 1;j<n;j++)
q < —00
for(i <+ 1;0<j;i++)
|« max(q, P[i] + Rlj - )
R[j] < q

OB W N

N o

return R[n]

Programagdo Dindmica



Programagdo Dindmica

m
| ]
[ T 1}
. an
Analise

@ Qual a complexidade da solugdo usando Programacdo Dindmica?
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@ Qual a complexidade da solugdo usando Programacdo Dindmica?
o O(n?).
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Introdugao

gramacgao Dindmica

Problemas

Problemas

@ Apresentaremos alguns problemas que possuem solucio eficiente
utilizando Programacdo Dindmica.

@ Perceba que os problemas possuem subproblemas compartilhados.

@ Procuraremos elaborar uma solugdo recursiva e depois elaborar a
solucdo utilizando Programacao Dinamica.
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Introducdo Programag3o Dinidmica Problemas

Multiplicacdo de Matrizes

Algorithm 5: MATRIX-MULTIPLICATION(A,B)
Input: A[0,n; — 1][0,my — 1], B[]0, n2 — 1]][0, mg — 1]
Output: C[0,n; — 1][0, mg — 1]

1 If( mq 75 n9 )

2 | REPORT-ERROR()

3 else

4 | for( i< 0;i<mnyi++)

5 for( j < 0;5 <mo;j++)

6 C[i][j] < O

7 for( k< 0;k <my;k++)

8 | Clilly] + ClA)ls) + A[)[K] - BIK][J]
9 r;turn C
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Introducdo Programag3o Dinidmica Problemas

Multiplicacdo de Matrizes

Claramente, o algoritmo mostrado é ©(n?).

Sé é possivel multiplicar duas matrizes que sdo compativeis.

E se quiséssemos multiplicar varias matrizes? Qual a melhor
maneira?

@ Lembre-se que a multiplicacdo em matrizes possui a propriedade
associativa:
(A-B)-C=A-(B-0)
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Introducdo Programag3o Dinidmica Problemas

Multiplicacdo de Matrizes

@ Imagine que queremos fazer uma multiplicacdo de matrizes, e
suponha que temos as matrizes Ay, 100, A300x5 € A2y 50-

o Quantas operacdes s3o feitas em (A% - A') - A2,
o Quantas operacdes s3o feitas em A? . (Al - A2).

@ Qual o melhor jeito de multiplicar as matrizes?
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Introdugio Programag3o Dinidmica Problemas

Parentetizacao Otima de Matrizes

Parentetizacdo Otima de Matrizes

o Entrada: matrizes (Ao, ..., Ap—1). Cada matriz A; tem dimens3o
Pi X Pit1.

@ Saida: parentetizacdo 6tima de matrizes que minimize o niimero
de operacoes feitas.
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Exemplo

Tabela: Exemplo Anterior

i |o 1 2 3
P[] [ 10 100 5 50
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Introdugio Programag3o Dinidmica Problemas

Parentetizacao Otima de Matrizes

Contando o Nimero de ParentetizacGes

@ O numero de parentetizacdes de matrizes é expressa pela seguinte
relacdo de recorréncia:

T(n) =
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Introdugio Programag3o Dinidmica Problemas

Parentetizacao Otima de Matrizes

Contando o Nimero de ParentetizacGes

@ O numero de parentetizacdes de matrizes é expressa pela seguinte
relacdo de recorréncia:

T(n) =

o T(n) € (L")

n3/2
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Introdugdo magdo Dindmica

Parentetizacao Otima de Matrizes

@ Esse problema pode ser resolvido por Programa¢ao Dindmica.
@ Varios subproblemas s3o compartilhados entre os problemas?
@ Vamos seguir o framework para desenvolver um algoritmo de PD.

© Caracterizar a estrutura de uma solugdo 6tima.

@ Recursivamente definir o valor de uma solucdo étima.

© Computar o valor de uma solug3o 6tima.

© Construir uma solu¢do 6tima a partir de valores computados

anteriormente.
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Introdugdo Programagdo Dinamica Problemas

Parentetizacao de Matrizes

Caracterizagdo de uma Solugdo Otima

@ Buscamos uma parentetizacdo étima do subproblema envolvendo
as submatrizes A; ... A;.

@ Temos que achar o indice k que divide A;... A de Apyq1... Aj de
modo que o niimero de operagdes entre A; ;, e Aj41; seja 0 menor
possivel.

o Note que para o resultado final ser étimo, A; ;, tem que ser uma
parentetizacdo 6tima, caso contrario, poderiamos substituir para
uma melhor e ter um resultado final melhor. O mesmo argumento
vale para Ap41

@ Podemos construir uma solugcdo 6tima a partir de solucdes étimas
dos subproblemas.
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Introducdo Programag3o Dinidmica Problemas

Parentetizacao de Matrizes

Definicdo de uma Solucdo Recursiva

@ Seja M (i,j) o nimero minimo de operagdes para computar o
produto de A; ;.

e M(i,j) é trivial quando i = j, pois sdo necessérias 0 operagdes
para computar A;; (ndo hd produto).

@ Suponha que a parentetiza¢do étima divide A; ; em produto de
Aig e Apyj
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Parentetizacao de Matrizes

Definicdo de uma Solucdo Recursiva

o Neste caso, M (i,7) = M(i,k) + M(k+1,5) + pi - Pr+1 - Pj+1-
@ De maneira genérica, a parentetizacdo étima é aquela que
minimiza o resultado dentre todas as formas de particionamento:

. 0, i=y
M(i, j) ={ min {M(i, k) + M(k+1,7) + piprr - pjsa}, J >
1SR
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Introdugio Programag3o Dinidmica Problemas

Parentetizacao de Matrizes

Computacao da Solugao Otima

@ A partir da solugdo recursiva, podemos implementar a solugao PD.

@ Como temos vdérios problemas que compartilham subproblemas, a
PD vai ser bem eficiente.
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Introducdo Programag3o Dinidmica Problemas

Parentetizacao de Matrizes

Algorithm 6: MATRIZ-CHAIN-ORDER(P)

Input: P[0, n)

Output: M[0,n — 1][0,n — 1], S[0,n — 1][0,n — 1]
1 for( i+ 0;i<nji++)

2 | MIi][i] 0

s for( L« L;l<nil++)

a for(i< 0;i<n—1i++)

5 Jj—i+1

6 M[i][j] + oo

7 for( k ik <jik++)

8 q < MIi|[k] + M[k +1][j] + P[i] - P[k +1] - P[j + 1]
o if( g < MIi][j] )

10 LM[Z‘][J‘]%q

1 S[i)[j] + k
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Introdugio Programag3o Dinidmica Problemas

Parentetizacao de Matrizes

@ Vamos rodar o algoritmo para a seguinte entrada:

Matriz Ap A Ay Az Ay Asg
dimensdo | 30 x 35 35x15 15x5 5x10 10x20 20 x 25

) 0 1 2 3 4 5 6
P 30 35 15 5 10 20 25
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Introdugio Programag3o Dinidmica Problemas

Parentetizacao de Matrizes

o 1 2 3 4 5 6
P |3 35 15 5 10 20 25

0111231415

.

Y | W N =D
(@)
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Parentetizacao de Matrizes

0 1 2 3 4 5 6
P |30 35 15 5 10 20 25

~=.

0Ol112|3]4|5
0|0 | e

1 0

2 0

3 0

4 0
5 0

M{0][1] = min { M][0][0] + M[1][1] + P[0] - P[1] - P[2] = 15750 }
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Parentetizacao de Matrizes

0 1 2 3 4 5 6
P30 35 15 5 10 20 25

.

O|1(2[34]5
O O |0
1 0O|e
2 0
3 0
4 0
) 0

M[1][2] = min { M[1][1] + M[2][2] + P[1]- P[2] - P[3] = 2625 }

Programagdo Dindmica



Problemas

Parentetizacao de Matrizes

0 1 2 3 4 5 6
P30 35 15 5 10 20 25

.

O|1(2[34]5
O O |0
1 0 | 202
2 0O|e
3 0
4 0
) 0

M([2)[3] = min{ M[2][2] + M[3][3] + P[2] - P[3] - P[4] = 750 }
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Parentetizacao de Matrizes

0 1 2 3 4 5 6
P30 35 15 5 10 20 25

.

O|1(2[34]5
O O |0
1 0 | 202
2 0 | o
3 0|e
4 0
) 0

M(3][4] = min{ M|[3][3] + M[4][4] + P[3] - P[4] - P[5] = 1000 }
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Introdugio Programag3o Dinidmica Problemas

Parentetizacao de Matrizes

0 1 2 3 4 5 6
P30 35 15 5 10 20 25

.

O|1(2[34]5
O O |0
1 0 | 202
2 0 | o
3 0 | 1000
4 0| e
) 0

M{4][5] = min { M[4][4] + M[5][5] + P[4] - P[5] - P[6] = 5000 }
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Parentetizacao de Matrizes

~
o
—
no
w
=

5 6
P30 35 15 5 10 20 25

O(1(2(3|4|5
O O |m0| @
1 0 | 202
2 0 | 0
3 0 | 1000
4 O | s000
) 0

M0][0] + M [1][2] + P[0] - P[1] - P[3] = 7875 }

Mo][2] = min{ MO][1] + M[2)[2] + P[0] - P[2] - P[3] = 18000
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Parentetizacao de Matrizes

~
o
—
no
w
'y

5 6
P30 35 15 5 10 20 25

O|1(2[3[4]5
O O |1s7m0]| 7875
1 0 |25 @
2 0 | 0
3 0 | 1000
4 O | s000
) 0

[ M) + M[2][3] + P1] - P[2] - P[4] = 6000
M[1][3] = min { MHH + MH {3} + PH : PM ~ Pm — 4375 }
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Introdugio Programag3o Dinidmica Problemas

Parentetizacao de Matrizes

~
o
—
no
w
'y

5 6
P30 35 15 5 10 20 25

O O |1s7m0]| 7875

1 0 | 2625 | 4375

2 0O [m | @

3 0 | 1000

4 O | s000
)

0

[ M[2][2] + M[3][4] + P[2] - P[3] - P[5] = 2500
MP][4] = min { MH {3} + MM M + PH . PM . PM = 3750 }

Programagdo Dindmica



Introdugio Programag3o Dinidmica Problemas

Parentetizacao de Matrizes

~
o
—
no
w
'y

5 6
P30 35 15 5 10 20 25

O O |1s7m0]| 7875

1 0 | 2625 | 4375

2 O | 0 | 2500

3 0 |1w00]| ®
4 0 | s000
) 0

Mmmzmm{Mmm+Mmm+memyﬂqzmm}

M(3][4] + M[5][5] + P[3] - P[5] - P[6] = 3500
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Introdugio Programag3o Dinidmica Problemas

Parentetizacao de Matrizes

0o 1 2 3 4 5 6
P |3 3 15 5 10 20 25

0O[1](2|3]|4]|5

~.

0| O [wmo|sm| @

1 O | 2625 | 4375

2 O | 70 | 2500

3 O | 1000 | 3500
4 0 | s000
) 0

MI0][0] + M[1][3] + P[0] - P[1] - P[4] = 14875
M{0][3] = min { MI0][1] + M([2][3] + P[0] - P[2] - P[4] = 21000 }
M{[0][2] + M[3][3] + P[0] - P[3] - P[4] = 9375
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Introdugio Programag3o Dinidmica Problemas

Parentetizacao de Matrizes

0o 1 2 3 4 5 6
P |3 3 15 5 10 20 25

0O[1](2|3]|4]|5

~.

O | O |157m0]| 7875 | 9375

1 O | 2625 | 4375 | @

2 O | 70 | 2500

3 O | 1000 | 3500
4 0 | s000
) 0

M{1][1] + M[2][4] + P[1] - P[2] - P[5] = 13000
M{1][4] = min { M1][2] + M[3][4] + P[0] - P[3] - P[5] = 7125 }
M{1][3] + M[4][4] + P[0] - P[4] - P[5] = 11375
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Introdugio Programag3o Dinidmica Problemas

Parentetizacao de Matrizes

0o 1 2 3 4 5 6
P |3 3 15 5 10 20 25

0O[1](2|3]|4]|5

~.

O | O |157m0]| 7875 | 9375

1 O | 2625 | 4375 | 7125

2 O | 0 | 250 | @
3 O | 1000 | 3500
4 0 | s000
) 0

M[2][2] + M[3][5] + P[2] - P[3] - P[6] = 5375
M{2][5] = min { M][2][3] + M[4][5] + P[2] - P[4] - P[6] = 9500 }
M{[2][4] + M[5][5] + P[2] - P[5] - P[6] = 10000
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Introdugio Programag3o Dinidmica Problemas

Parentetizacao de Matrizes

0o 1 2 3 4 5 6
P |3 3 15 5 10 20 25

0112|3415

~.

O O [0l 7875|035 | @
1 O | 2625 | 4375 | 7125
2 O | 7m0 | 2500 | 5375
3 O | 1000 | 3500
4 0 | 5000
5} 0
MI0][0] + M1][4] + P[0] - P[1] - P[5] = 28125
ol — i ] MO+ ME2][4] + PI0] - PI2] - P[5] = 27250
[OF14] = min § 3 rio)f2] + M[3)[4] + Plo] - P[3] - P[3] = 11875
MI0)[3] + M[4][4] + P[0] - P[4] - P[3] = 15375
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Parentetizacao de Matrizes

0o 1 2 3 4 5 6
P |3 3 15 5 10 20 25

~.

0112|345
O | O |5m0] 7875 | 0375 | 11875
1 O | 2625 | 4375 | 7125 | @
2 O | 70 | 2500 | 5375
3 O | 1000 | 3500
4 0 | 5000
5} 0
M1[1] + M[2][5] + P[1] - P[2] - P[6] = 18500
M| — i d MI1[2]+ MB][5] + P[1] - P[3] - Pl6] = 10500
5] = min s3] + a(4][5] + P[1] - Pla] - Plo] = 18125
M4 + M5)[5) + P[1] - P[3] - P[6] = 24625
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Introdugio Programag3o Dinidmica Problemas

Parentetizacao de Matrizes

=

0o 1 2 3 4 5 6
P |3 3 15 5 1

O | O |1570]| 7875 | 9375 | 11875 | @
1 O | 2625 | 4375 | 7125 | 10500
2 O | 70 | 2500 | 5375
3 O | 1000 | 3500
4 0 | 5000
5 0
MI0][0] + M[1][5] + P[0] - P[1] - P[6] = 36750
M[0)[1] + M[2[5] + P[0] - P[2] - P[6] = 32375
M[0][5] = min {  M[0][2] + M[3][5] + P[0] - P[3] - P[6] = 15125
M0][3] + M[4][5] + P[0] - P[4] - P[6] = 21875
MI0][4] + M][5][5] + P[0] - P[5] - P[6] = 26875
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Parentetizacao de Matrizes

=

0o 1 2 3 4 5 6
P |3 3 15 5 1

O | O |10 7875 | 9375 | 11875 | 15125
1 O | 2625 | 4375 | 7125 | 10500
2 O | 70 | 2500 | 5375
3 O | 1000 | 3500
4 0 | 5000
5 0
M[0][0] + M[1][5] + P[0] - P[1] - P[6] = 36750
MIOJ[1] + M[2][5] + P[0] - P[2] - P[6] = 32375
M{O][5] = min { M[0][2] + M[3][5] + P[0] - P[3] - P[6] = 15125
MI0][3) + M[4][5] + P[0] - P[4] - P[6] = 21875
MI0][4] + M[3][5] + P[0] - P[5] - P[6] = 26875
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Parentetizacao de Matrizes

@ Qual a complexidade do algoritmo?

o Estd claro que é O(n?), pois temos que preencher a metade

superior de uma matriz quadrada levando tempo O(n) para cada
célula.

o Serd que também ¢é Q(n?3) e portanto ©(n?)?
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Parentetizacao de Matrizes

n—1n—I1—11-1

> > 2 e
=1 i=0 k=0
n—1ln—(—110-1

DI

=1 =0 k=0

n—1n—Ii—1

SO

=1 =0

n—1
:dz nl — 2
=1
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Parentetizacao de Matrizes

n—1 n—1
=d (Z nl—Y" 12>
=1 =1
n—1 n—1
=d <n 1-> 12)
=1 =1
n—1
n(n? —n) 9
=1
n3 . ng n—1 )
=d o ;z
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Parentetizacao de Matrizes

n3 . TL2 n—1
(%)
=1
n3—n?  (n—1)(n)(2n)
; )

nd—n2 203 — 2n2)

(
:d<2_6

(

(

3n3 —3n2 —2n3 + 2n2)
6

n3 —n? dn3 — dn? 3 d
= 5 >cn’®, © 0<c<6ens.f.g
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Construindo a Solucdo Otima

@ A matriz S guarda o indice k£ que torna a parentetizagdo 6tima
para cada subproblema.

@ Podemos utilizar S para construir a melhor parentetizagdo.

@ Um problema de otimizagdo vira agora um problema de busca.
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Parentetizacao de Matrizes

Algorithm 7: PRINT-OPTIMAL-PARENS(S, 7, j)
Input: S[0,n — 1][0,n — 1],4,j
Output: Parentetizagdo étima de A; ;

1if(i=7)

2 | PRINT(“4,”)

3 else

4 PRINT(“(")

5 PRINT-OPTIMAL-PARENS(S, 4, S[i, j])

6 PRINT-OPTIMAL-PARENS(S, S[i, j| + 1, 7)
7 PRINT(“)”)
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o Subsequéncia Comum mais Longa
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LCS

Definicdo (Subsequéncia)

Dada uma sequéncia X = xpx1...x,_1 € outra sequéncia

Z =2zy...%Zn-1, dizemos que Z é subsequéncia de X, se existe uma
sequéncia crescente de indices (ig, i1, ...,%m—1) tal que, para todo k,
0<k<m, Xik:Zk-

Exemplo
Z = BCDB é subsequéncia de X = ABCBDAB.
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Definicdo (Subsequéncia Comum)

Dadas duas sequéncias X e Y, Z é uma subsequéncia comum de X e

Y se:

@ Z é subsequéncia de X.
@ Z é subsequéncia de Y.
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Definicdo (Longest Commom Subsequence)

o Entrada: duas sequéncias X e Y.

o Saida: maior subsequéncia comum de X e Y (LCS).

Exemplo

o Entrada: X = ABCBDAB eY = BDCABA.
e Saida: Z = BCBAou Z = BDAB.

@ N3o existe subsequéncia comum de tamanho > 5.
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Solucdo Forca-Bruta

o Gere todas as subsequéncias de X.

o Para cada subsequéncia gerada a partir de X, verifique se ela
também é uma subsequéncia de Y.

@ Armazene a maior subsequéncia comum encontrada.

o Invidvel: 2" subsequéncias de X.
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Caracterizando uma LCS
@ Seja X =2x¢p...2p_1eY =9g...Ym—1 sequéncias. Tome
Z =2zy...z_1 a maior subsequéncia comum entre X e Y.
Q Sexp_1=ym_1, entdo zx—1 = Tp—1 = Ym-1. Z[0,k — 2] tem que
ser uma LCS de X[0,n —2] e Y[0,m — 2].
Q Sex,_1# Ym—_1, € 2k_1 # Ty_1, entdo Z é uma LCS de X[0,n — 2]
eY.
Q Sex, 1% Ym—1,€ Zk—1 F Ym—1, entdo Z é uma LCS de X e
Y[0,m — 2].
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LCS

Caracterizando uma LCS

o E ficil ver que a caracterizacdo possui subestrutura étima.
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Solucdo Recursiva

e Seja C(i,7) o tamanho da maior subsequéncia entre X[0,7 — 1] e
Y[0,5 — 1].

o Logo:

0, i=0Vj=0
0(27]): C(Z_lvj_]-)_l_l? Zv]>0/\l‘171:y‘771
max(C(z - 17])70(23] - 1))7 Za] >0A Ti—1 7é Yj—1

@ Podemos ver que existem vdrias sobreposi¢coes de subproblemas:
> LCS de X[0,n— 1] e Y[0,m —2] e LCS de X[0,n —2] e Y[0,m — 2].

Programagdo Dindmica



Introdugao

Programagdo Dindmica

Problemas

LCS

Solucdo Bottom-Up

@ A partir da solugdo recursiva, podemos elaborar uma solu¢do PD
bottom-up.

@ Essa solugdo resolve subproblemas menores para assim, resolver os
subproblemas maiores.
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Algorithm 8: LCS(X,Y)

Input: X[0,n — 1],Y[0,m — 1]
Output: C[0,n — 1][0,m — 1],D[0,n — 1][0, m — 1]

1 ClJ[0] <0, 0<i<n

2 Cl0][j]+ 0, 0<i<m

3 for( i< 1;i<mji++)

4 for(j < L;j<m;j++)

5 if(X[i—1=Y[j—1])

6 Cllljl« Cli—1]j —1]+1
7 L D] <"\

8 else if( CJi —1][j] > Cli][j — 1] )
9 Clill] + Cli — 1][5]

10 | D[] <"1

11 else

12 Cli[5] + Cl][5 — 1]

13 | D[] '«
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Recuperando a LCS

@ Para recuperar a LCS, basta seguir a matriz de direcdes D.
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B D € A B A

Yj

— e oo <He <
' i i
— Al o€ enf«— o) <t
W / v
— — —| Ol A onf€—on
N ! V
«— O - Al Alj«— O« O «—
L
— O | | —| AN A
) v
«— O | €— — — e e — —

Figura: LCS entre X e Y.
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Analise

@ Qual a complexidade do Algoritmo?
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LCS

Analise

@ Qual a complexidade do Algoritmo?
e O(n-m).
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